1 Olciilebilir Fonksiyonlar

(X,97) ve (Y, T,) birer olgiilebilir uzay, f : X — Y bir fonksiyon olsun.
Eger YA€ T, icin f 1(A) € F; oluyor ise, f dlciilebilir bir fonksiyondur.

Yukaridaki tamim icerisinde gecen f!(A), ters goriintiiyii belirtmektedir (ters
fonksiyonu degil, f nin tersi olmak zorunda da degil).

<

(X, F) bir 6lciilebilir uzay ve f : (X, F) — R bir fonksiyon olsun. Asagidakiler
birbirine denktir:

(a) f olctilebilirdir;

) {xeX:f(x)<b}eTF, VbeR;

(@ {xeX:f(x)<b}eTF, VbeR;

d {xeX:f(x)>b}eF,VbeR,

(e {xeX:f(x)=b}eF,VbeR.

{x : f(x) € A} = f~'(A) oldugundan Teorem 1.1 maddeleri ters goriintii,
yani f~!, kullanarak da belirtebiliriz. Ornegin (b) maddesini diisiinecek
olursak {x € X : f(x) < b} = f_l((—oo, b)) yazabiliriz. Kimi zaman ters
goriinti ile islem yapmak bize kolaylik saglayacaktir.

\ J

= - |

(X, F) bir olgiilebilir uzay ve f : (X,F) - R, f(x) = c seklinde tanimlanan sabit
bir fonksiyon olsun. O halde f élciilebilirdir; ciinkii YA C R icin f~!}(4) = X
(c€Aise) yada f}(A) = 0 (c ¢ Aise) dir. § ve X olciilebilir oldugundan f
oOlciilebilirdir.

<

f :[a, b] — R siirekli bir fonksiyon ise f 6l¢tilebilirdir.

Siirekli bir f fonksiyonu ve A C R acik kiimesi icin f%(A) acik bir kiime
oldugunu kullanarak

{wela,b]: f(w) <b}=f"((~00,b))

kiimesinin acik bir kiime oldugu elde edilebilir (A = (—oo, b) alinarak). Acgk
kiimeler olgtilebilir oldugundan {w € [a,b] : f(w) < b} kiimesi 6l¢tilebilirdir,
Teorem 1.1 geregince f fonksiyonu o6l¢iilebilirdir. |



f :[a, b] — R monoton bir fonksiyon ise f 6l¢iilebilirdir.

Ters Goriintii Ozellikleri
f : £ — R bir fonksiyon ve A, B, ... C R olsun.
1. flA)={weQ: f(w) €A}
2. A (UJan=Ur @y
\ =

j=1
3. FUAN =) F'@y
j=1 j=1

4. f7 A=A
Olciilebilir tiim fonksiyonlarin kiimesini £ ile gosterecegiz.

Teorem 1.4.

f,g € £ve k €R olsun. O halde

(@) kf € &

) f+gel;

© fgek;

(d f/geL, (g#0).

m (a) k> 0 igin

{w:kf(w)<b}={w:f(w)<%}E&", V%E]R,

k < 0icin
{w:kf(w)<b}={w:f(w)>%}Efﬂ V%E]R.

k = 0 icin ise Of (x) = O sabit fonksiyonu olacagindan Ornek 1.1 geregince Of
oOlciilebilirdir.
(b)

{w:(f +8)(w) <b}={w: f(w)+g(w) < b}

= Jw:fw) <qngw)<b—g,} €7.
4,€Q

(c) Oncelikle dlciilebilir bir fonksiyonun karesinin, yani f2 fonksiyonun élciilebilir
oldugunu gosterecegiz. Her b > 0 icin {w : f2(w) < b} = {w : —Vb < f(w) <
V'b} oldugundan f?2 fonksiyonu dlgiilebilirdir. O halde f g = 3[(f +g)*—f2—g*]
oldugundan (a) ve (b) maddeleri geregince f g Olciilebilirdir.



(d) Eger g # 0 ise,

{w:1/b< g(w) <0} ,b<0
w:1/gw) < b} =1 {w: g(w) <0} ,b=0
{w:gw)<o}u{w:1/b<gw)} ,b>0

oldugundan 1/g 6lciilebilirdir. (c) maddesini kullanilarak f /g nin 6l¢iilebilir bir
fonksiyon oldugunu elde ederiz.

h f,g:Q—>Rve f € £olsun. Eger {w: f(w) # g(w)} kiimesi sifir kiime ise

g € £dir.

h(w) := f(w) — g(w) seklinde yeni bir fonksiyon tanimlayalim. a € R igin
{w : h(w) > a}; kiimesi a > 0 icin bir sifir kiime, a < 0 i¢in ise tiimleyeni sifir kiime
olan bir kiime olur; yani her iki durumda da {w : h(w) > a} € F dir. Teorem 1.1
geregince h € £ dir. Buradan da Teorem 1.4 kullanilarak g(w) = f(w) —h(w) € £
elde edilir.

S c [0,1] olacak sekilde 6lciilemeyen bir S kiimesinin var oldugunu biliyoruz.
f :[0,1] — R fonksiyonunu

1 ,xeS8
f(x)={0 e

olarak tamimlayalim. {1} C R sonlu oldugundan 6l¢iilebilir bir kiimedir, ancak
F7Y(1) = S élciilebilir degildir. Dolayzsi ile f &lciilebilir bir fonksiyon degildir.

1.1 Supremum Limit ve Infimum Limit

(x,,) bir dizi olmak iizere infimum limit lim infx,
n—oo

lim infx, := lim (inf xk) yada lim infx, :=sup inf x;
n—o0 n—o0 *k>n n— o0 n>1 k=n

seklinde ve supremum limit lim supx, da
n—oo

lim supx, := lim (sup xk) ya da liI(I)lo sup x,, := inf sup x;.

n—oo n—oo k>n n>1 k>n

seklinde tanimlanir.



A

lim supx, degeri (x,) dizisinin limit noktalarinin en biiyiik olanini belir-

n—»,oQ

tirken, lim infx, degeri (x,) dizisinin limit noktalarinin en kiiciik olanini
n—oo

belirtmektedir.

Simdi bir 6rnek ile lim supx, ve lim infx, degerlerini inceleyelim.
n—oo n—oo

1 1 1 1 1 1 1 1
Bi dizisi =3--,5+-,3——,5+-,3—=,5+-,3—=,5+—,...
ir (x,) dizisi (x,)=( > 3 2 c : Z 5 5 )
seklinde tanimlanmis olsun.
(x,,) dizisinin limit noktalar1 3 ve 5 tir, dizinin tek terimlerinden olusan alt dizisi 3

e, cift terimlerinden olusan alt dizisi ise 5 e yakinsar. Dolayisi ile lino1<> supx, =5
n—

ve lim infx, = 3 olur. Simdi bu limsup ve liminf degerlerini tanimi kullanarak
n—oo

gorelim.

Dizinin tiim elemanlari iizerinden inf alirsak 3—% elde ederiz, yani Igl{ X, = 3—%.
Dizinin {iciincii teriminden itibaren inf alirsak 3 — % elde ederiz, }:ani igg X =
3— 1 Dizinin besinci teriminden itibaren inf alirsak 3 — é elde ederiz, yani
llrzlg X =3— % Dizinin yedinci teriminden itibaren inf alirsak 3 — % elde ederiz,

1
yani linf X = 3— % Goriilecegi lizere bu sekilde devam ettikce inf degerleri
>7

1 1 1

-,3—=,3——=,...birdizi

4 6 8

olarak diisiinecek olursak bu dizinin limit degeri 3 olacaktir, yani lilglo ( I£r>1f xk) =
n— >n

1 1 1 1
3. Ya da baska bir deyisle 3 — 5,3— 2,3— 6’3_ 3 dizisinin sup degeri 3

1
gittikce artmaktadir. Eger bu inf degerlerini, 3 — > 3—

n>1 k=n

olacaktir, bu da sup inf x;, = 3 demektir. lirgo sup x, = 5 oldugu da benzer sekilde
n—
gosterilebilir. I

Teorem 1.6.

Hern > 1, f,, : (,F) — R fonksiyonu i¢in f,, € £ olsun. O halde max T
ns

min f,,, su inf lim su lim inff, € £.
min . SUp ,, int f,, lim supf,, lim inf,

m f» fonksiyonlar1 icin

k
{w: m<alz(fn(w) <a}= ﬂ{w fu(w)<a}eF,VaeR,

n=1
yazabiliriz; ¢linkii sabit bir w icin max fa(w) < a olmasi1 demek, her n i¢in f,(w) <
n

a olmasi demektir. Bagka bir deyiglé en az bir tane n igin f,(w) = a olmas: demek
wé{w: max fa(w) < a} demektir. Her n icin f, € £ oldugundan {w : f,(w) <
ns



a} € F,Va € R olur, sonlu sayida olciilebilir kiimenin kesisimi de ol¢iilebilir

k
oldugundan ﬂ{w cfuw) <a} € F,Va e R olur.
n=1
Yine f, fonksiyonlari i¢in

k
{w:minf,(w) < a} = Uw: fuw) <a} €F,VaeR,

n=1

yazabiliriz, ciinkii sabit bir w icin mikn fa(w) < a olmasi1 demek en az bir tane
n<

n icin f,(w) < a olmas: demektir. Baska bir deyisle her n icin f,(w) > a ol-
mas! demek w ¢ {w: m<1£1 fn(w) < a} demektir. Her n i¢in f,, € £ oldugundan

{w: f,(w) <a} e F,Ya € R oluz, sonlu sayida Olciilebilir kiimenin birlesimi
k
de dlcilebilir oldugundan _J{w : f,(w) < a} € F,Ya € R olur.

n=1
sup ve inf icin de benzer sekilde

ﬁ{w:fn(w) <a}eF,VaeR,

n=1

{w:supf,(w)<a}=
n>1

o

{w: il>1§fn(w) <a}= U{W i fu(w) <a} e F,VaeR,

n=1
elde edilir  lim sup f,(w) = inf sup f;(w) oldugundan yeni bir g, :=sup f;
n—oo nz1y>n k>n

fonksiyonu tammlarsak g, € £ olur (yukarida sup fonksiyonunun olciilebilir
oldugunu gosterdigimizden). Buradan sunu

lim sup f,(w) = g{ il;lsz(W) = ;rzl{ g.(w) € &,
elde ederiz (yukarida inf fonksiyonunun 6lciilebilir oldugunu gosterdigimizden).

Benzer sekilde lim inff, = sup inf f; € £ oldugu gosterilebilir.
n—oo n>1 k>n



2 Basit Fonksiyonlar

Simdi 6l¢li uzaym (Q, F, m) ticliisii ile gosterelim, burada € bir kiimeyi; F, Q nin
oOlctilebilir alt kiimelerininden olusan kiimeyi ve m de 6l¢ii fonksiyonunu temsil et-
mektedir.

f : © — R fonksiyonu icin goriintii kiimesi, f(£2), sonlu ve f € £ ise f
fonksiyonuna basit fonksiyon denir.

Basit bir f fonksiyonu i¢in goriintii kiimesini {a;, a,, ..., a,} C R ile gosterelim.
Burada f (q;) :=A; € J tir.

ALA,, ... A, kiimeleri Q nin bir parcalanisini olustururlar.

Odev. f:Q >R, f € £vea€Rolsun. f~}(a) € F oldugunu gosteriniz.

f : £ — R basit bir fonksiyon ve Yw € Q i¢in f(w) = 0 olsun. f nin Q
iizerinden (Lebesgue) integrali

J fdm:= Zaim(Ai)
Q

i=1
seklinde tanimlanir.
[k )
f :[0,1] — R fonksiyonunu
0 ,xe
£ = ¢
1 ,x¢Q

seklinde tanimlayalim. fdm integralini hesaplayiniz.

[0,1]
f ([0, 1]) = {0,1} oldugundan a; = 0 ve a, = 1 segebiliriz. Bu durumda A; =
[0,1]NQ ve A, =[0,1]\ Q olur. Buradan

2
J fdm=Zaim(Al-)=0-m([0,1]ﬂQ)+1-m([O,l]\Q)=0-0+1~1=1
[0.1]

i=1 I
bulunur.



f : © — R basit bir fonksiyon ve Yw € Q icin f(w) > 0 olsun. f ninAe F
(A C Q) lizerinden (Lebesgue) integrali

ffdm = a;m(A;NA)
A

i=1

seklinde tanimlanir.

A

f, g : Q — R basit fonksiyonlar ve A, B € F olmak iizere

(a) Her w € Aicin f(w) < g(w) ise fAfdm < ngdm;
() AnB=@ise [, . fdm= [, fdm+ [, fdm;

(c) Her a > 0icin anfdmzafAfdm.

f, g basit fonksiyonlar oldugundan f (Q) = {a;, a,,...,a,}, f '(a;) =A; ve
g(Q)=1{by,by,...,bi}, gil(bj) = B, yazabiliriz.

(a)
n k
dem=Zaim(AiﬂA) Vngdm=ijm(BjﬂA)
A i=1 i

A j=1

olur. C;; :=A; N B; olarak tammlayalim. Buradan A; = U;;l Cjj ve

n n k n k
f fdm= Zaim(Ai NA) = Zaim((U Cij) ﬂA) = ZaiZm(Cu NA)
A i=1 i=1 j=1 1

i i=1 j=

elde edilir. Yani

A 1

<i<n
1<j<k

bulunur. Benzer sekilde

A

1<i<n
1<j<k

elde edilebilir. Herhangi bir w € C;; elemam i¢in a; = f (w) < g(w) = b; oldugun-
dan

demz Z a;m(C;; NA) < Z bjm(CijﬂA)zjgdm
A A

1<i<n 1<i<n
1<j<k 1<j<k



bulunur.

(b)

f fdm= Z a;m(A;N(AUB)) = Zai(m(Ai NA)+m(A;NB))
AUB

i=1 i=1

= iaim(Ai NA)+ Zn: a;m(A; N B)

i=1 i=1
- f fdm+J. Fdm
A B

bulunur. (Burdaki ikinci esitlik AN B = @) oldugundan elde edildi.)

(c) h(w) := af (w) fonksiyonunu tanimlayalim. Teorem 1.4 (a) geregince h € £
dir. Ayrica h(Q) = {aa;,aa,,...,aa,} ve h™*(aa;) = A; olur. Dolaysi ile h basit
bir fonksiyondur ve

J afdm= f hdm = Zaaim(Ai nA)= aZaim(Ai nA)= af fdm
A A A

i=1 i=1

elde edilir.

Bir X kiimesi ve A C X icin 14 : X — {0, 1} fonksiyonu

1 ,xe€A
T4(x) := 0 ,x¢A

seklinde tanimlanir ve bu 1, fonksiyonuna A nin karakteristik fonksiyonu denir.

N f Q> R, feLveherweQicin f(w) = 0 olsun. O halde her n > 1 icin

fos1 = fy ve lim,_,o, f, = f olacak sekilde {f,}°, basit fonksiyonlar dizisi
vardir.

f nin goriintii kiimesini uzunlugu = olacak sekilde arakesitleri bos

27[
parcalara bolerek Ay , := f _1( %, kzi]) kiimesini tanimlayalim. Yani herhangi
bir w igin w € Ay, olmasi, 1 < f(w) < &
kullanarak da f,, fonksiyonlarin

olmas: demektir. Bu Ay , kiimelerini

0 ,f(w) > 221
_ ]2
fn(W) - Z %ﬂAkﬂ(W) ,f(W) < 22n
k=0

seklinde tanimlayalim. Yukarida w € Ay, olmasi, * < fw) < k1 olmast de-

27[ —_— 2Yl
mek oldugunu belirtmistik. w € A, , olmasi ayrica f,(w) = % olmasi demektir.



Buradan f,(w) < f (w) oldugu gériilebilir. Ayrica f(w) < 22" oldugu zaman

k+1 k 1

0< f(w)—fr(w) < o m - on

elde edebiliriz. n — oo iken % — 0 oldugundan lim f, = f olur, bu ispatin limit
n—.,oo

kismini tamamlar.
Ispatin monoton artanlik kismyi, yani f,,,; = f,, icin oncelikle

(k k+1]

2k 2k+1 2k+1 2k+2
E’ 2n ( :| ( :|

on+1’ on+l on+1l > 9n+l

esitligini diiginelim. Bu esitlik Ay , = Agy y41 U Aggs1 041 Oldugunu gosterir. Bu

da her w € Ay, icin w € Ay ;41 ya da w € Ayiq 4 demektir. Yani w € Ay,

icin f,(w) = 25 dir ve ayrica w € Ay 41 olup f,,1(w) = 22% = 25 diryadaw e

Aoji1.n41 OlUP fr (W) = 22’(—1“11 > 25,, dir. Kisaca her iki durumda da f,,;(w) = f,(w)
olur.

Teorem 2.2, bize 6lgiilebilir olan pozitif degerli fonksiyonlarin pozitif degerli
basit fonksiyonlarin bir limiti olarak yazilabilecegini gosteriyor. Bu &zelligi kul-

lanarak (Lebesgue) integral tanimini pozitif degerli basit fonksiyonlardan pozitif
degerli olgiilebilir fonksiyonlara asagidaki tanim ile genisletebiliriz.

f : Q — R olciilebilir bir fonksiyon ve Yw € Q icin f(w) = 0 olsun. f nin
Ae T (AC Q) lizerinden (Lebesgue) integrali

J fdm:=sup {f gdm:0 < g(w) < f(w) her w € Q icin ve g basit fonksiyon}
A A

seklinde tanimlanir.

Bu tanimi kullanrak Teorem 2.1 6l¢iilebilir fonksiyonlar icin de belirtilebilir.

N f,8: Q- R, f,g e Lveherwe Qicin f(w),g(w) = 0olsun. A,BeF v

olmak tizere

(a) Her w € Aicin f(w) < g(w) ise fAfdm < ngdm;
(b) AnB=@ise [, ,fdm= [, fdm+ [, fdm;

(c) Her a > 0icin anfdm:afAfdm.

Teorem 2.1 in ispatina benzer sekilde sup kullanilarak yapilabilir.

Yine Teorem 2.1 paralelinde asagidaki teoremdeki (a) ve (b) maddeleri 6nce ba-
sit fonksiyonlar i¢in ispat edilip daha sonra 6lciilebilir fonksiyonlara genisletilebilir.



Teorem 2.4.

f:Q->R, feLveherweQicin f(w) = 0olsun. A, B € F olmak lizere
(a) A bir sifir kiime ise fAfdm =0;

(b) ACBise fAfdefodm;

(¢) Hera>0icinm({weA: f(w)>a}) < lfAfdm.

(a) ve (b) 6dev. (c) nin ispatini yapalim. Bunun i¢in de g := a-1{ea.f(w)>q}
onksiyonu ile f fonksiyonunu karsilastiralim. Herhangi bir w i¢in f (w) > a olmas1
g(w) = a olmasim gerektirir. Ayrica f (w) < a ise g(w) = 0 olur. Yani her durumda
fw) = g(w) = a-1j,enfw)>qy (W) elde edilir. g fonksiyonununun goriintii kiimesi
{0,a} ve ayrica g7'(a) = {w €A: f(w) > a} dir. Buradan

a-m{wEA:f(w)>a}=f

a- Ljyenfw>apdm = f gdm < J fdm
A A A

bulunur. Bu da

m({weA: f(w)>a}) < %dem

A
demektir. ((c) maddesindeki bu esitsizlige Chebyshev esitsizligi denir.) [ |

Bir sonraki teoreme ge¢cmeden 6nce asagidaki notu anlamak yararli olacaktir.

Bir P 6zelligi hemen hemen her yerde saglanir demek, P 6zelligini sagla-
mayan elemanlarin olusturdugu kiimenin bir sifir kiime olmasi demektir.
Ornegin; hemen hemen her yerde f(w) = 0 olmasi, {w : f(w) # 0}
kiimesinin bir sifir kiime olmasi demektir.

f: Q> R, herweQigin f(w) >0 ve f € £olsun. O halde hemen hemen

her yerde f(w) = 0 dir ancak ve ancak j fdm=0 dir.
Q

“=”: f(w) hemen hemen her yerde f (w) = 0 kosulunu sagladigindan N =
{w: f(w) > 0} € Q bir sifir kimedir. X = Q\ N olsun. Buradan

ffdm=ffdm+f fdm=04+0=0
Q X N
bulunur.

1
“&" A= {w eQ:f(w)> —,}, i=1,2,... olarak tamimlayalim. Teorem 2.4 (c)
i

maddesi (Chebyshev esitsizligi) geregince 0 < m(4;) < ij fdm =0 elde edilir.
Q

10



Budaheri=1,2,...icin m(A;) = 0 demektir. Buradan

m({w € Q: f(w)>0}) = m(GAi) <> mA)=0
i=1 i=1

elde edilir. Yani {w € Q : f(w) > 0} kiimesi bir sifir kiimedir, dolayisi ile hemen
hemen her yerde f(w) =0 dir.

2.1 Monoton Yakinsaklik Teoremi ve Fatou Lemma

Bu alt boliimde olciilebilir fonksiyonlarin (Lebesgue) integralini hesaplamada bize
yardimeci olacak olan monoton yakinsaklik teoremini (Teorem 2.6) ve Fatou Lemma
(Teorem 2.8) y1 isleyecegiz.

Monoton yakinsaklik teoremi ile 6lciilebilir fonksiyon dizileri i¢in limit ve in-
tegral alma siralarini hangi durumlarda degistirebilecegimize yani kabaca hangi

durumlarda
lim andm =J. lim f,dm
n—oQ A An—?OO

olduguna bakacagiz. Teoreme gecmeden 6nce agasidaki 6rnegi inceleyelim.

fn : R = R olmak tizere f,(w) := 1[,,4+1;(w) olarak tammlansin. Her w € R
icin linolo fao(w) = 0 dir. Ayrica her n = 1,2,... i¢in f,(R) = {0,1} oldugundan

fndm=1-m([n,n+ 1]) =1 dir. Bunlan birlestirir isek
R

f lim f,dm =f 0dm=0<1= lim m([n,n+1])= lim f fndm,
RHA)OO R n—oQo n—oQ R

yani
f nl_i)ngofndm < nli)ngof fndm
R R I
bulunur. Bu da bu 6rnek icin limit ve integralin yer degistiremeyecegini gosterir.

A

fn: Q2 — R, n=1,2,... olcilebilir fonksiyonlar dizisi olsun. Ayrica her
weQigin f,.,(w) = f(w) = 0ve lim f,=f olsun. O halde
n—oo

lim f fndmzf fdm
" Ja Q

dir.

11



f,, fonksiyonlar dizisi mototon artan ve lim f, = f oldugundan her w € Q
n—oQo
icin f(w) = f.1(w) = f,,(w) = 0 yazabiliriz. Buradan Teorem 2.3 (a) geregi her

n=1,2...icin
andmsf fnﬂdmsffdm
Q Q Q

11rn f fa < dem (1

elde edilir. Simdi yukaridaki (1) esitsizliginin tersini gosterelim.

dir. Buradan

ffdm: sup { gdm: g basit fonksiyon}
Q 0<g<f Ja

oldugundan g(Q) = {a;,a,,...,a;} ve g~ %(a;) = A; olan bir 0 < g < f fonksiy-
k
onuigin lim f fndm > J gdm = Z a;m(A;) oldugunu gostermek yeterlidir. A;
n—o00 Q Q =
kiimeleri  nin bir parcalanigi yani i # j i¢in A;NA; = @) ve Ui.‘zlAi = Q oldugundan
Teorem 2.3 (b) geregi

lim ffndm_nlggof  fudm= lim Zf f.dm

1 1Al
dir. Herhangi bir w € A; icin lirglo faw) = f(w) = g(w) = q; oldugundan o6tiirii
n—

sadece bir A; kiimesi icin lir<r>1o f fadm > f gdm = q; - m(4;) oldugunu goster-
e Ja A

i

mek yeterlidir.
Herhangi bir € > 0 icin Bl i={w: fo(w) = a;—€,w € A;} kiimelerini tanim-
layalim. Buradan her n = 1,2,... i¢in B’ CA; ve B‘ c Bl , oldugu goriilebilir.

Ayrica U Bfl = A; elde edilir. Simdi de

n=1

a;,—€e ,weB!
gn(w) :={ i
0 ,w¢ B!

olarak tamimlayalim. Buradan fndm > J gpdm=(a;—€)- m(Bfl) elde ed-
Ay

Bi
oo ) §
eriz. Buda U B, = A, esitligi ile beraber
n=1

lim f fndm = (a; —€)- lim m(Bfl) = (a; —€)-m(4;)
n—oo A n—oo

sonucunu elde etmemizi saglar. Her € > 0 icin bu esitsizligin saglanmas1 gerek-

tiginden lim f fndm = a; - m(4;) esitsizligine ulasiriz ve bu da ispati tamamlar.
n—0oo
A

12



Simdi de monoton yakinsaklik teoreminin uygulanisini asagidaki 6rnekte gore-
lim.
! n
lim ———dx integralini hesaplayiniz.

n—o0
Oncelikle f,(x)= _ olarak tamimlayalim. Her x € [0,1] ve her n =
1+n4x

1,2,...1i¢in f,.1(x) = f,(x) = 0 oldugundan, yani f, fonksiyonlar dizisinin ar-
tan ve pozitif tanimli oldugundan monoton yakinsaklik teoremi geregi limit ve
integral yer degistirebilir. Doyalisi ile

1 1 1
n
nl’mooj;) 1+n4/x X "l’m J;) fn(X) * Jo nl)m fn(X) *

1

1
1
=| lim ——dx=| lim ——dx
o " 1+nyx 0 " s+ /X

Jl 1 1
= | m=evali=2
0

Vx
elde edilir. I

Monoton yakinsaklik teoremi limitin sonsuz oldugu durumlarda da gecerlidir.

- :

fu : [0,00) — R olmak iizere f,(w) := 1[q ,j(w) olarak tamimlansin. f, fonksiy-

onlarin negatif olmayan ve azalmayan fonksiyonlar oldugu kolayca goriilebilir.

Her w > 0 icin w < k olacak sekilde bir k € N sayis1 oldugundan lirrolo faw)=1
n—

dir. Buradan
J lim fndm=J 1-dm=1-m([0,00)) =00
[0,00) "% [0,00)

bulunur. Ayrica sabit bir n € N i¢in

f fndm=0-m((n,o0))+1-m([0,n])=n
[0,00)

oldugundan

n— o0 n—oQo

lim f fndm= lim n= o0
[0,00)

olur. Dolayisi ile

f lim f,dm = lim f fudm
[0,00) [0,00) I

elde edilir.

Asagidaki teorem negatif olmayan oOlgiilebilir fonksiyonlarin integralini terim
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terim alabilecegimizi gostermektedir ve monoton yakinsaklik teoreminin bir sonu-
cudur.

ETEHTA AN

fn: Q= R, n=1,2,... olciilebilir fonksiyonlar dizisi olsun. Ayrica her
w € Q ve her n € N i¢in f,(w) > 0 olsun. O halde

sz”dm Z f fadm

n=1

dir.
m Oncelikle Spi=fitfot 1, :Zfi ve
i=1
hngos = Zfl

olsun. f, fonksiyonlar1 negatif olmayan olduklarindan s, fonksiyonlari da negatif
olmayan ve azalmayan fonksiyonlardir (yanis,; = s, = 0). Teorem 2.6 (monoton
yakinsaklik teoremi) s, fonksiyonlarina uygulanirsa

f Zfidm=J fdmzf lim s,dm = lim f s,dm
Q = Q Qn—>oo n—oo Q

I

Iad
=
Q
3

elde edilir. [ |

Teorem 2.6 kullanilarak asagidaki teorem (Fatou Lemma) da gosterilebilir.

v

fn:Q —= R, n=1,2,... negatif olmayan 06l¢iilebilir fonksiyonlar olsun. O
halde

lim ian fndmzf lim inff,dm
n—oo Q Qn—>oo

dir.

m lirglo inf f,(w) = lino1o ( gf fk(w)) oldugundan g,(w):= 11I>1f fi(w) olarak
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tanimlarsak. g,.,(w) > g,(w) ve f,(w) > g,(w) olur. Buradan

o0 *k>n

J lim inffndmzf lim (inf f;)dm
Qnﬁoo Qn%

=J lim g,dm

Qnaoo

- Jim, | gam
Q

lim ian fndm
n—oQ Q

IA

elde edilir; buradak, iiclincii esitlik Teorem 2.6 geregi ve en sondaki esitsizlik de

f(w) = g,(w) geregidir.
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3 Integrallenebilen Fonksiyonlar

Bir f € £ fonksiyonunun isaret fonksiyonlart f* ve f~

fw) f(w)=0

frw) = {o Fw) <0

ve

—f(w) ,f(w)<0

)= {0 Fw)=0

seklinde tanimlanir.

f:Q—>R, f € £ fonksiyonu ve her w € Q igin f *(w), f ~(w) = 0 dir. Ayrica
fw) = f*(w)— f~(w) esitligi saglanir.

Simdiye kadar integrali 6nce negatif olmayan basit fonksiyonlar daha sonra
ise negatif olmayan olciilebilir fonksiyonlar icin tanimladik. Simdi herhangi bir
oOlciilebilir fonksiyon i¢in integral tanimini verebiliriz.

fQ - Rve f € £ olmak {izere Eger foJ“dm < 00 ve fnf_dm < 00 ise
f fonksiyonu Q iizerinde integrallenebilirdir denir ve f nin integrali

dem :=f f*dm—f f~dm
Q Q Q

seklinde tanimlanir.

Q dan R kiimesine tanimlanan integrallenebilen tiim fonksiyonlarin kiimesini
¢! ile gbsterecegiz. Yani

gl:={f : Q> R: f integrallenebilir}

dir.

Bir f fonksiyonu icin |f| = f* + f~ yazilabilir. Ayrica |f|* =|f|ve |[f|”"=0
oldugu goriilebilir.
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f : © — R bir fonksiyon olsun. O halde f € £! ancak ve ancak |f| € £

Ayrica
ffdm SJ |f|dm
Q Q

m “>" f e glolsun. |f|=f"+f" ve f*,f~ > 0 oldugundan Teorem 2.7

geregince
J |f|dm=ff+dm+ff_dm<oo
Q Q Q

bulunur bu da |f| € £' demektir.
“<”: |fl € £ olsun. 0 < f* < |f| ve 0 < f~ < |f]| oldugundan Teorem 2.3 (a)
geregince

ffJ’dmsJ [fldm < oo ve ff_dmsf |fldm < oo
Q Q Q Q

dir bu da f € £! demektir.
ferdm Jf_dm’
Q Q

Teoremin ifadesinde gecen esitsizlik ise
=J f+dm+J f~dm
Q Q

ffdm’z Jerdm—f f~dm
Q Q Q
=f |fldm
Q

seklinde elde ebilebilir (buradaki son esitlik yukarida oldugu gibi Teorem 2.7
geregincedir). [ |

dir.

< +

v

f,g : Q — R olmak iizere f,g € £! ve a € R olsun.
@ [yafdm=a | fdm,
®) [(f +&)dm= [, fdm+ [ gdm,
() Her w e Qicin f(w) < g(w)ise [, fdm < [, gdm,
(@ m(Q)=0ise [, fdm=0,

(e) Hemen hemen her yerde f(w) = g(w) ise fﬂ fdm= fﬂ gdm.

17



(a): Egera = 0ise (af )" =aft =0ve (af)” =af” = 0 dir. Dolayisi ile
Teorem 2.3 (c) maddesi geregi

J(af)+dm=J af+dm=af frdm
iy Q Q
f(af)dm=J afdm=aJ f~dm
Q Q 0

bulunur. Buradan da

fafdm=f(af)+dm—f(af)_dm=af f+dm—af f~dm
0 Q 0 Q Q

ve

I
Q
~
Qu
3

elde edilir. Eger a < 0 ise (af)t = (—a)f~ = 0 ve (af)” = (—a)f* = 0 dir
Devami yukaridaki sekilde yapilabilir (6dev).

(b): h(w) := f(w)+ g(w) olarak tanimlayalim. Teorem 1.4 (b) maddesi geregince
h olciilebilirdir. |h| = |f + g| < |f| + |g| oldugundan ve Teorem 3.1 geregince
If],1g| € £! oldugundan

f |h|dm§f |f|dm+f |gldm < oo
Q Q Q

elde edilir bu da |h| € £! demektir. Teorem 3.1 geregince h € £! dir. Ayrica
h"—h"=h=f+g=f"—f"+g" —g"

esitliginden
ht+f " +g =h +ft+g*

elde edilebilir. Esitligin her iki tarafi da negatif olmayan fonksiyonlar oldugu icin
terim terim integral alinarak

f h+dm+J f_dm+f g_dmzf h_dm+J f+dm+J gtdm
Q Q Q Q Q Q

esitligine saglanir. Buradan da

J(f +g)dm=J hdmzf h+dm—f h~dm
Q Q Q Q
:J f+dm—f f_dm+f g+dm—f g dm
Q Q Q Q
=ffdm+f gdm
Q Q
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elde edilir.

(0): f € £! oldugundan teoremin ispatini yaptigimiz (a) maddesi geregince (a =
—1 alarak) —f € £! oldugunu daha sonra da (b) maddesini kullanarak g— f € £!
oldugunu elde edebilir. Ayrica f(w) < g(w) oldugundan g(w) — f(w) > 0 elde
edilir. Bu da fﬂ(g — f)dm = 0 demektir. Bunlar kullanilarak

fgdsz(f+g—f)dm=f fdm+f(g—f)dm2jfdm
Q Q Q Q Q

sonucuna ulasilir.
(d): f*,f~ = 0 oldugundan ve Q bir sifir kiime oldugundan Teorem 2.4 (a)
geregince (A = Q alinarak) fﬂ ftdm = 0 ve f of “dm = 0 elde edilebilir. Bu-

radan da
ffdm=Jf+dm—Jf_dm=0+0=0
Q Q Q

bulunur.

(e): h(w) := f(w)— g(w) olarak tammlayalim. h = h* — h~ fonksiyonu icin
hemen hemen her yerde f = g oldugundan hemen hemen her yerde h* = 0 ve
hemen hemen her yerde h™ = 0 elde edilir. Teoremin (a) ve (b) maddesi geregince
h € ¢! dir. Ayricah € £' € € ve h*,h™ > 0 oldugundan Teorem 2.5 kullanilarak
fQ h*dm =0 ve fQ h~dm = 0 bulunur. Bu da bize

f fdm—f gdmzf(f—g)dmzf hdm
Q Q Q Q
=J h*dm—f h~dm
Q Q

=0

oldugunu yani f ofdm= fn gdm esitligini verir.

3.1 Baskin Yakinsaklik Teoremi

Daha 6nce Monoton Yakinsaklik Teoremi (Teorem 2.6) ile negatif olmayan ve mono-

bilecegimizi gostermistik. Simdi ise asagidaki Baskin Yakinsaklik Teoremi (Teorem
3.3) ile monotonluk ve negatif olmama sartina bagli kalmadan hangi durumlarda
limit ile integrali yer degistirebilecegimizi inceleyecegiz.
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fn Q2 —> R, n = 1,2,..., fonksiyonlari hemen hemen her yerde
lirgo fn(w) = f(w) olacak sekilde 6lciilebilir fonksiyonlar dizisi olsun. Eger
n—

her n = 1,2,... icin hemen hemen her yerde |f,| < g olacak sekilde bir

g € £! fonksiyonu varsa
f fdm= lim f fadm
Q e Ja

dir.

Ni={wef: lim inff,(w) # f()}U{weQ: lim supf,(w) # £ (w)}

uJiwea: f,(w)>gw)}
n=1

olarak tanimlayalim. Hemen hemen her yerde lilgo fn(w) = f(w) oldugundan ve
1in01o fn(w) = f(w) olmas1 demek linc}o inf f,(w) = lirgo sup f,,(w) = f(w) demek
oldugundan ve ayrica hemen hemen her yerde |f,| < g oldugundan N kiimesi
bir sifir kiimedir, yani m(N) = 0 dir. Ayrica her w € Q\ N icin

lfw)l = lim |f,(w)| < g(w)

olur. Dolayisi ile |f(w)| > 0, her w € Q\ N icin g(w) > [f(w)| > 0 ve g € ¢!
oldugundan Teorem 2.3 (b) ve Teorem 2.4 (a) geregi

flfldmzf |f|dm+f|f|dm=f |f|dm§f gdeJgdm<oo
Q Q\N N Q\N Q\N Q

olur; bu da |f| € £' demektir. Teorem 3.1 kullanilarak da f € £! oldugu
goriilebilir. Benzer sekilde her n=1,2,... icin f, € £! oldugu da gosterilebilir.

(w) = lfaW)—fwW)| ,weQ\N
W10 JWEN

ve h := |f|+g olarak tanimlayalim. |f|, g € £' oldugundan, Teorem 3.2 (b) geregi
h € £! olup her w € Q\ N icin
h(w) — g,(w) = |f W)+ gw) — | fu(w) — f (W)

> |f W)+ gw) = (If, (W)l + If (W)

=gw)—fr(w)

>0
olur. Her w € Q icin lilgo g,(w) =0 oldugunu kullanarak (lim = lim sup = liminf
oldugundan) linc}o infg,(w) = linc}o sup g,(w) = 0 elde ederiz. Fatou Lemma (Teo-
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rem 2.8) kullanilarak
J hdm = J lim inf (h —g,)dm < lim ian (h—g)dm
Q Q n—>oo n—-,oo Q

= lim inf(f hdm—f gndm)
nmee Q Q

= | hdm— lim supf g,dm
fﬂ e Q

J hdeJ hdm— lim supf gndm
Q Q nmoeo Q

elde edilir. h € £! oldugundan yani f qidm < 0o oldugundan

yani

nll)n;o sup Jﬂ g,dm<0

olmalidir. Bunu g,, = 0 olmasi ile birlestirirsek

0< lim inff
n—.oo

gpdm < lim supf g,dm <0
n—.,oo
Q

Q

bulunur. Bu da

0= nlingo mffQ gpdm= nll)noqo sup fﬂ g,dm = nll)rgo fﬂ gpdm

demektir. Buradan

0= lim f g,dm = lim J |fn—fldm
n—-,oo Q n—oo Q

elde edilir. Dolayisi ile Teorem 3.2 (a) ile (b) ve Teorem 3.1 geregince

ffndm—f fdm‘=
Q Q
bulunur, bu da

demz lim f fadm

Q =0 Ja
demektir.

1
lim f nx"2 sin(i)dx
n

n—oo

J (fu = f)dm
Q

SJ |fp = fldm —0
Q
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sonucu kactir?
Oncelikle f,, fonksiyonlarini tanimlamamiz gerekmektedir.

x n x
fu(x):= nx": sin(=) = — sin(—)x_%
n x n

olarak tanimlayalim. Her0<x <1lven=1,2,..., icin

n x n/n x
lim —sin(—) = lim Lsin(—)=1
n—oo x n n—oo x/n n

oldugundan (lil’% Smx 1 oldugunu kullandik.) her 0 < x <1 icin
X— X

- -
lim f,(0)=x

elde edilir. Ayrica t > 0 icin |sint| < t oldugundan

olur ve dolayist ile

1

n X
|fa ()] = ‘—sin(—)x—z <x73
X n

bulunur. g:[0,1] = R, g(x) = X seklinde tanimlanan fonksiyonu f, fonksiy-
onlarini baskilayan fonksiyon olarak kullanabiliriz. Bunun i¢in sadece g nin in-
tegrallenebilir oldugunu goéstermek kaldi. Bu da

1 1
f g(x)dx =f x"2dx =2x%{(1) =2< 00
0 0

seklinde gosterilebilir. Dolayisi ile Teorem 3.3 (Baskin Yakinsaklik Teoremi) kul-
lanilarak

n—oo

1 1
lim f nx"? sin(f)dx = lim J fn(x)dx
0 n "= Jo

1
: L Jim f, (x)dx
1
1
=J x"2dx
0
=2
bulunur. I
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