1 Giivercin Kafesi Ilkesi

Bu boliimiin temeli asagidaki soru ve onun muhtemel cevabina dayaniyor.

Soru. Sekiz adet giivercini ve yedi adet kafesi olan bir kisi giivercinleri kafeslere
yerlestiriyor. Bu islem hakkinda ne soyleyebilirsiniz?

Bu soruya verilebilecek en mantikli cevap “Kafeslerden birine en az iki giivercin
yerlestirilmistir” olmalidir ve bir ispata da ihtiya¢c duyulmamaktadir (zaten gayet
acik). Buna genel olarak “giivercin kafesi ilkesi” diyoruz. Aslinda bu ilke ¢ok basit
gibi goriinse de kimi zaman ¢ok zor problemlerin ¢6ziimiinde kilit rol oynamaktadir.
Simdi bu ilkeyi kullanarak ne tiir problemlerin ¢6zebiliriz inceleyelim.
| r

367 kisiden olusan bir grupta en az iki kisinin dogum giinii ayn: oldugunu
gosteriniz.

Toplamda bir yilda 366 giin vardir (29 Subat dahil). 367 kisiyi bu 366 giine nasil
dagitirsak dagitalim bir giine en az iki kisi denk gelmesi gerekmektedir.

R

Giivercin kafesi ilkesini daha genel olarak su sekilde ifade edebiliriz.
k,m,n € Nve n > km olmak {izere n sayida nesne m farkli kutuya yerseltir-
ilirse kutulardan en az birinde en az k + 1 nesne bulunur.

\ J
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S =1{1,2,3,...,9} kiimesinin alt1 elemanl her alt kiimesinin toplamlar1 10
eden iki say1 icerdigini gosteriniz.

S kiimesini S = {1,9} U {2,8} U {3,7} U {4,6} U {5} seklinde bes farkli kiimenin
birlesimi seklinde yazabiliriz. S’nin alt1 elemanli bir alt kiimesi yukarida yazilan
iki elemanli kiimelerden birini kapsamak zorundadir, dolayisi ile toplam1 10 eden
iki say1 icermek zorundadir.

| 20 kisilik bir grupta en az iki kisinin bu grupta sahip oldugu arkadas sayisinin
esit oldugunu gosteriniz.

Gruptan herhangi bir kisiyi diistiniirsek bu kisinin 0,1,2,...,19 tane arkadas
olabilir (20. kisi kendisi). Eger bu kisinin arkadas sayis1 O ise gruptan kims-
enin arkadas sayis1 19 olamaz, ya da bu kisinin arkadas sayis1 19 ise gruptan
kimsenin arkadas sayis1 O olamaz. Dolayisi ile 20 farkl kisi en fazla 19 farkh
arkadas sayisina sahip olabilir. Bu da en az iki kisinin arkadas sayisinin ayni ol-
mak zorunda oldugunu belirtir.



| S =1{1,2,3,..

.,2n} kiimesinden n + 1 eleman segilsin. Segilen elemanlar
icinde kesinlikle aralarinda asal olan iki say1 oldugunu gosteriniz.

Ardisik sayilarin aralarinda asal olduklarini kullanacagiz.
S={1,2}u{3,4}u...u{2n—1,2n}

yazarsak S kiimesini n kiimenin birlesimi seklinde yazmis oluruz. Bu n kiimeden
toplamda n + 1 eleman se¢mek istiyoruz. Dolayis ile en az bir kiimeden iki el-
emani birden se¢gmek zorundayiz. Bu iki eleman ardisik oldugu i¢in aralarinda
asaldir, bu da istedigimiz sonucu verir.

| S =1{1,23,..

.,2n} kiimesinden n + 1 eleman segcilsin. Secilen elemanlar
icinde birbirlerinin kat1 olan (biri digerini bolen) en az iki say1 oldugunu gos-
teriniz.

Secilen her eleman1 2% - m (m tek say1) olacak sekilde yazabiliriz. S kiimesinde n
tane tek say1 oldugundan secilen n+1 elemandan en az ikisinde m ¢arpani olmak
zorundadir. Yani bu sayilardan biri a = 2% - m digeri b = 2* - m olmahdir. k < t
ise alb, k > t ise bla dir.



2 Temel Sayma Problemleri

Bu boéliimde, ¢oziim yollarini sonraki béliimlerde verecegimiz bazi temel sayma
problemlerine deginecegiz.

2.1 Kiime Permiitasyonlar1

Kiime permiitasyon problemlerinde belirli bir sayida elemani yan yana sirali bir
sekilde yerlestirme yapilir.

Problem. n sayida nesneyi her birini bir kez kullanmak kosulu ile yan yana kag
farkli sekilde yerlestirebiliriz?

Ornek. 5 kisi yan yana kac farkh sekilde oturabilir?

2.2 CGoklu Kiime Permiitasyonlar1

Eger bir kiimede elemanlarin birden fazla kez bulunmasina izin veriliyor ise bu tiir
kiimeye coklu kiime denir. Ornegin {a, a, a, b, c} ¢oklu bir kiimedir.

Problem. k tane farkli tiir iceren n sayida nesne icerdigi k farkl tiirin eleman
sayilari a,, a,, ..., a; olmak iizere kag farkl sekilde yan yana siralanabilir?

Ornek. ABACCA kelimesinin harfleri kullanilarak anlamli/anlamsiz kac farkli ke-
lime yazilabilir?

2.3 Karakter Tekrarh Yazilar

Karakter tekrarli yazi problemlerinde belirli sayida karakter iceren bir alfabenin
karakterlerini kullanarak (karakter tekrarina ve bazi karakterlerin kullanilmamasina
izin verilerek) yan yana yerlestirme yapilir.

Problem. n farkli karakterden k karakter sayili kag kelime elde edilebilir?

Ornek. {0, 1} kiimesindeki elemanlar kullamlarak alt1 karakterli kac kelime yazila-
bilir?

2.4 Sonlu iki Kiime Arasindaki Fonksiyonlar

|Al =k, |Bl =nve f : A— B olsun. Bu sekildeki fonksiyonlarin sayisi ile ilgili
sunlar1 sorabiliriz.

Ornek. Bu sekilde yazilan kac farkli f fonksiyonu vardir?

Ornek. Bu sekilde yazilan kac farkl birebir f fonksiyonu vardir?

Ornek. Bu sekilde yazilan kac farkl 6rten f fonksiyonu vardir?

Ornek. Bu sekilde yazilan kac farkli birebir ve 6rten f fonksiyonu vardir?

2.5 Bazi Diophantine (Diyofantus) Denklemlerinin Coziimleri Sayis1

Katsayilari, sabit terimi ve aranan ¢ozlimleri tamsay1 olan polinom denklemlerine
diophantine denklemi denir. Ornegin; x? + y? = 22, 2x + 3y + 2% = 10.

Ornek. x + y +2z = 4 denkleminin negatif olmayan tamsay1 ¢oziimleri kac tanedir?
Ornek. x + y +z = 11 denkleminin pozitif tamsay1 ¢éziimleri kac tanedir?



3 Permiitasyon ve Kombinasyon

3.1 Kiime Permiitasyonlar1

S kiimesi n elemanl bir kiime ve r € N olsun. S kiimesinin bir r-permiitasyonu S
kiimesinin n elemanindan r tanesinin siralanmasi demektir.

o o

S ={a, b, c} kiimesinin 1-, 2-, 3-permiitasyonlarini bulunuz.

S nin 1-permiitasyonlari

S nin 2-permiitasyonlari
ab ba ac ca bc ch
S nin 3-permiitasyonlari

abc ach bac bca cab cba

seklindedir. I

S kiimesinin 4-permiitasyonu ise dortten az eleman icerdigi icin yoktur. n ele-
manli bir kiimenin r-permiitasyonlarinin sayisini P(n, r) ile gosterecegiz.

n,r € Nver > nicin P(n,r) =0. Ayrica P(n,1) = n dir.

n,r € Nve n > r olmak iizere
P(n,r)=n-(n—1)-(n—2)-...-(n—r+1)
dir.
n elemanli bir kiimenin bir r-permiitasyonu olustururken ilk siraya yazila-
cak eleman ic¢in n farkl segenek, ikinci siraya yazilacak eleman igin n — 1 farkli

secenek, ..., r inci siraya yazilacak eleman igin n —r + 1 farkli secenek vardir.
Dolayisi ile n(n —1)(n—2)...(n—r + 1) farkl r-permiitasyonu bulunur. [ |

Negatif olmayan bir n tamsayisticin n-(n—1)-(n—2)-...- (1) sayisina
n faktoériyel denir ve bu say1 n! ile gosterilir. (0! = 1 kabul edilir.)

n!

(n—r)"

P(n,r)=




a, b, c,d, e harfleri ile her harf en fazla bir kez kullanilacak sekilde anlamli/an-
lamsiz kag farkl dort hafli kelime yazilabilir.

Yazilabilecek kelimelerin sayis1 bes elemanli bir kiimenin 4-permiitasyonlar: sayisi
kadardir, yani P(5,4) = (55—14)! = 120 farkli kelime yazilabilir.

Yan yana siralanmis on alt1 kutuya 1,2,...,15 sayilar asilacaktir (kutulardan
biri numarasiz kalacak). Kac farkli sekilde bu islem yapilabilir.

16 kutunun permdiitasyonlarini alip bu permiitasyonda ilk 15 kutu icin sira nu-
marasina karsilik gelen sayiy: iizerine asabiliriz. Dolayisi ile P(16,15) = 16!
farkl sekilde bu islem yapilabilir?
| Alfabedeki 29 harfi sesli harler ardisik olmayacak sekilde kac¢ farkli bicimde
siralayabiliriz?

29 harfin 8 tanesi sesli 21 tanesi sessiz harftir. Sessiz harfler icin bir kisit ol-
madigindan onlar1 rastgele siralayabiliriz. Sadece sessiz harfler kendi aralarinda
P(21,21) = 21! farkh sekilde siralanir. Sesli harflerin ardisik olmasi isten-
mediginden sessiz harfler kendi aralarinda siralandiktan sonra sesli harfler icin
22 farkh yer kalir. Bu islemi de P(22,8) = 22! farkh sekilde yapabiliriz. Dolayis

141
ile alfabenin tamamini istenen kosullar altinda

22!
P(21,21)-P(22,8) =211 7

farkl sekilde siralayabiliriz. I

Buraya kadar inceledigimiz permiitasyonlara lineer permiitasyon diyoruz. Bu-
radaki lineerden kasit nesneleri (elemanlar1) siralarken bu islemi bir dogru iizerinde
yapiyormusuz gibi bir durum olmasidir. Bir diger permiitasyon ¢esidi ise dairesel
permiitasyondur. Bu permiitasyonda nesneleri dogru boyunca degilde bir cember
iizerinde siraliyoruz.

n elemanli bir kiimenin dairesel r-permiitasyonlarinin sayisi
P(n,r) _ n!
r r-(n—=1)

dir. Ozel olarak r = n icin bu say1 (n —1)! dir.



A={ay,a,,...,a,} bir kiime ve r < n olmak iizere a;q,...a, A kiimesin-
deki a;, 1 < i < r elemanlarinin bir permiitasyonu olsun. Bu sekilde siray:
bozmadan bu elemanlar1 bir cember etrafinda siralar isek bu yapilan siralama
ayni zamanda a,ds ...a,a;, Asdy...d,d;dy, ..., 4,d;d, ... d,_; permiitasyonlarinin
cember etrafinda siralanmasi ile ayni duruma karsilik gelecektir. Yani bir daire-
sel permiitasyona r-farkli lineer permiitasyon karsilik gelmektedir. Dolayis: ile

@ = #lr), sayist A kiimesinin dairesel r-permiitasyonlarin sayisini belirtmek-
tedir.

| Ali ve Mehmet'in de i¢inde bulundugu 10 kisi yuvarlak bir masa etrafina otu-

racaklardir. Yapilacak kag farkli oturma diizeninde Ali ile Mehmet yan yana
bulunmaz?

Tiim permiitasyonlarin sayisindan Ali ile Mehmet’in yan yana bulundugu permii-
tasyonlarin sayisinu ¢ikararak ilgili sonuca ulasacagiz. Ali ile Mehmet'i bir kisi
olarak diisiiniirsek 9 kisiyi dairesel siralayacagiz. Bu da 8! farkli yolla yapilabilir.
Ali ve Mehmet’in kendi aralarinda yer degistirme durumunu da hesaba katarsak
Ali ve Mehmet yan yana olmak iizere bu 10 kisi 2 - 8! farkli sekilde oturabilir-
ler. Bizden istenen Ali ve Mehmet’in yan yana olmadig1 durumlar oldugu icin bu
10 kisinin tiim dairesel permiitasyonlardan Ali ile Mehmet'in yan yana oldugu
dairesel permiitasyonlari ¢ikararak ilgili sonu¢ 9! —2-8!=9-8!—2-.8! =7-8!
bulunur.

| Herbiri farkli renkte olan 15 adet boncuk kullanilarak kolye yapilmak is-

teniyor. Kac farkli kolye yapilabilir?

15 adet boncugun dairesel 15-permiitasyonlarin sayisi 14! dir. Ancak ayni1 kolye
ters cevrilip de takilabileceginden her kolye iki farkli permiitasyona karsilik
gelmektedir. Dolayisi ile % farkl1 kolye yapilabilir.

3.2 Kiime Kombinasyonlar1 (Alt Kiimeleri)

S, n elemanl: bir kiime olmak iizere S nin bir r-kombinasyonu S den sirasi 6nem-
siz olacak secilde r eleman se¢cmek demektir. Bu yapilan islem bir r elemanl alt
kiimeye karsilik geldiginden kombinasyon ile alt kiime terimleri birbirleri yerine
kullanilabilirler. n elemanl: bir kiimenin r-kombinasyonlarinin sayisini yani r ele-
manli alt kiimelerinin sayisini ('rl) sembolii ile gosterecegiz.



0 < r < n olmak lizere

P(n,r)= r!(:)

dolayust ile de

dir.
S kiimesi n elemanl bir kiime olsun. S nin bir r-permiitasyonu su yol
izlenerek elde edilebilir.
(i) S den r eleman sec,
(i) Secilen r elemani sirala.

(i) adimim (’:) farkl yol ile yapabiliriz. (ii) adimim ise P(r,r) = r! farkli yolla
yapabiliriz. Yani P(n,r) = r!('rl), buradan da P(n,r) = (nf—'r), oldugu kullanilarak
(1) = 7t elde edilir. m

R )

Teorem 3.3 ifadesinde r yerine n —r yazarak

r) \n—r
esitligini elde ederiz.

Diizlemde 10 adet nokta herhangi iicli dogrusal olmayacak secilde
isaretleniyor. Bu noktalar kullanilarak kac farkli ticgen olusturulabilir?

Seilen herhangi ii¢ kose ilgili tiggenin kosesi olabilir, dolayist ile () = 1% =
% = 120 farkli iicgen olusturulabilir.

=
Alfabedeki harfler kullanilarak 1 ya da 2 sesli harf iceren anlamli anlamsiz

kac farkli 5 harfli kelime olusturulabilir?

Oncelikle kullamilan harflerin birden fazla kullanilabilecegine dikkat etmemiz
gerekiyor. Soruda bunun olamayacagina dair bir kisit belirtilmemis. Bir tane
sesli harfin bulunacagi yeri G) sekilde secebiliriz. Dolayisi ile alfabede 8 sesli 21

sessiz harf oldugundan 1 harfi sesli olan G) -8 -21* farkli kelime yazilabilir.



A

A

Benzer sekilde iki sesli harfin bulunacag: yeri (;) farkl sekilde secebiliriz ve

dolayisi ile 2 sesli harfi olan (;) - 82.213 farkli kelime yazilabilir. Buradan da
istenen tiim kelimelerinin sayisinin

(5)-8-214+(5)-82-213
1 2
oldugu bulunur. I

n,k € Nve 1 <k <n—1 olmak iizere

. -7

|A|] = n ve x € A olsun. Teoremin ifadesindeki esitligin sol tarafi A nin
k elemanl alt kiimelerinin sayisini1 belirtmektedir, sag taraftaki ilk terim A nin x
i icermeyen k elemanl: alt kiimelerinin sayini belirtmektedir, sag taraftaki ikinci
terim ise A nin x i iceren (x zaten se¢ilmis kalan n—1 elemandan k—1 ini secerek)
alt kiimelerinin sayisim belirtmektedir. Ilgili esitlik bu bilgilerden gériilebilir.

n > 0 bir tamsay1 olmak iizere

(G-

dir.

A={a;,a,,...,a,} olsun. ifadedeki esitligin sol tarafinda gecen (Z), 0<
k < n, deger A nin k elemanl alt kiimelerinin sayisin1 vermektedir. Yani esitligin
sol tarafi A nin tlim alt kiimelerinin sayisin1 vermektedir.

A nin rastgele bir S alt kiimesi alindiginda herhangi bir q; i¢in a; € S ya da
a; ¢ S olmak tizere iki ihtimal vardir. Dolayzisti ile A nin tiim alt kiimelerinin sayisi
2™ dir.

ifadenin her iki tarafi da A nin tiim alt kiimelerinin sayisin1 verdiginden
esitlik saglanir.

Yukaridaki teoremin ispatinda A kiimesinin alt kiimelerinin sayisini iki farkl sek-
ilde hesapladik. Kombinatorikte bu yonteme “cifte sayma” denmektedir ve kombi-
natorikte 6nemli bir ispat yontemidir. Simdi bu “cifte sayma” yontemini daha 6ne
tlimevarim yontemi ile ispatladigimiz bir bagintiy1 elde etmek icin kullanalim.



142+ +n= "1 oldugunu gosteriniz.

S=1,2,...,n+1 olsun. S kiimesinin iki elemanl alt kiimelerini en biiyiik ele-
manlarina gore ayiralim. Yani

P, - En biiyiik elemani 1 olan iki elemanl alt kiimelerin koleksiyonu

P, - En biiyiik elemani 2 olan iki elemanl alt kiimelerin koleksiyonu

P..1 En biiyiik eleman1 n + 1 olan iki elemanl alt kiimelerin koleksiyonu olsun.
S nin iki elemanli her alt kiimesi P;, 1 < i < n + 1, kiimelerinin sadece birinde
bulunur. Dolayist ile |P;| + |P,| + |Ps| + -+ 4+ |P,41| sayist S nin iki elemanli alt
kiimelerinin sayisina, yani (";’1) = w ye esittir.

Herhangi bir P; koleksiyonunda i — 1 eleman vardir. Dolayzist ile

[Pyl + Py + P+ 4+ |Pppr| =0+1+24---+n

bulunur. Buldugumuz iki esitligi birlestirirsek

n+1 n(n+1
O+1+2+---+n:|P1|+|P2|+|P3|+-~-+|Pn+1|:( : ):¥

2
bulunur. I

3.3 Goklu Kiime Permiitasyonlari

Bir S kiimesinde bir elemanin birden fazla kez bulunmasina izin veriliyor ise S
kiimesine coklu kiime dendigini daha 6nce belirtmistik. Ornegin; S = {2-a,1-b,3-c}
olmak tizere

acbc cbec

S nin birer 4-permiitasyonudur.
ilk olarak tiim elemanlarinin tekrar sayilarinin sonsuz oldugu (S = {co - a, co -
b, oo - ¢} gibi) kiimelerin permiitasyonlarini inceleyecegiz.

A

S kiimesi k farkli eleman iceren ve icerdigi her farkli elemandan sonsuz kopya
bulunduran bir kiime olsun. S nin r-permiitasyonlarinin sayis: k" dir.

a,a,...a,, S nin bir r-permiitasyonu olmak iizere S’de her birinin sonsuz
kopyasi olan k farkli eleman oldugundan her a;, 1 < i < r icin k farkl secenek
vardir. Dolayisi ile k™ farkli r-permdiitasyon yazilabilir.

4 tabaninda kac farkli 3 basamakli say1 yazilabilir?

S ={oc0-0,00-1,00 - 2,00 - 3} kiilmesinin 3-permiitasyonlar1 sayisi istenilen



cevaptir. Bu sekilde 4% = 64 farkl say1 yazilabilir. I

Asagidaki teorem ise kopya sayilar1 da sonlu olan bir ¢oklu kiimenin permdita-
syonlarinin sayisini vermektedir.

A

S kiimesi tekrar sayilar1 ny,n,,...,n, olan k farkli elemandan olussun ve
n=ny; +ny,+---+mn olsun. S kiimesinin permiitasyonlarinin sayisi

n!
n!-nyl-.oong!

dir.

S kiimesi tekrar sayilarn sirasiyla nqy,n,,...,n; olan a;,a,,...,a; eleman-
larindan olussun. n = n; + ny + -+ + n; kutuya S kiimesinin elemanlarini yer-
lestirelim. Ilk olarak a; elemanlarim ilgili kutulara koyalim. n; tane a; eleman
oldugundan a; elemanlarinin gelecegi yerleri (:1 ) sekilde secebiliriz. Kalan kutu-

n—n,
ny

lardan a, elamanlarini icerecek olanlar1 ( ) farkl sekilde secebiliriz. Bu say1 ag

n—n;—n,

elemanlar i¢in ise ( ny ) olur. Benzer sekilde devam edersek S kiimesinin tim

elemanlarini

(n)(n—nl)(n—nl—nz) (n—nl—nz—m—nk_l)
ny ny n3 Ny

farkli sekilde ilgili kutulara yerlestirebiliriz. Bu say1 da

n! (n—ny)! (n—n; —ny)! (n—ny—ny—---—m_y)!

n!(n—n)!' nyl(n—ny —ny)! ng!(n—ny —ny,—n3)! ml(n—ny—ny—---—m)!
n! n!

nylny!---n 10 nylny!---ng!

sayisina esittir.

| “BABAANNE” kelimesinin tiim harfleri birer kez kullanilarak anlaml ya da

anlamsiz kac farkli kelime yazilabilir?

S ={3-A,2:B,2-N,1-E} dersek S kiimesinin permiitasyonlarinin sayisi soruluyor.
. .. 8! . . I
Dolayisi ile Teorem 3.7 geregi YRTICTIRT] farkl kelime yazilabilir.

10



A

Eger S kiimesi tekrar sayilari n; ve n, olmak {izere iki farkli tiirden eleman
iceriyorsa n = n; + n, olmak {izere S nin permiitasyonlar1 sayis1

n! n! (n)
n!-ny!  ngl(n—ny)! n,

dir.

3.4 Coklu Kiime Kombinasyonlari

S bir ¢oklu kiime olmak {izere S kiimesinin bir r-kombinasyonu S ’den sirasi 6nemsiz
olacak sekilde r eleman se¢mektir. S kiimesinin eleman sayisi n ve icerdigi farkli ele-
manlarin sayisi k ise S nin n-kombinasyonlarinin sayisi 1 olup, 1-kombinasyonlarinin
sayisi ise k dir.

| S={1-a,2-b,3:c} olmak iizere S nin tiim 1-, 2- ve 3- kombinasyonlarini
yaziniz.

S nin 1-kombinasyonlar1
{1-a},{1-b},{1-c}

2-kombinasyonlari
{]-'ay]-'b}>{1'a’1'c}7{2'b}7{1' b,l'C},{Z'C}
3 permiitasyonlar1

{1-a,2-b},{1-a,1-b,1-c},{1-a,2-c},{2-b,1-c},{1-b,2-c},{3-c}

seklindedir. I

Teorem 3.8.

S kiimesi her birinin tekrar sayisi sonsuz olan k farkli elemandan olusan bir
coklu kiime olsun. S nin r-kombinasyonlarinin sayisi

(r+k—1)_(r+k—1)
r k-1
dir.

S ={oco0-a;,00-a,,...,00 - a;} olsun. S nin bir r-kombinasyonu x; ler
negatif olmayn tamsayi ve x; +x,+- - - +x; = r olmak iizere {x;-a;, x5 as,..., X"
a;} seklindedir. Benzer sekilde x; ler bilinmeyenler olmak iizere x; + x5 + -+ +
x; = r denkleminin negatif olmayan tamsayilardaki her ¢6ziimii S nin sadece bir
r-kombinasyonuna karsilik gelmektedir. Dolayisi ile S nin r-kombinasyonlarinin

11



sayisi
X1+ Xg+-+ X =T

denkleminin negatif olmayan tamsayilardaki ¢oziimlerinin sayisina esittir. istenen
bu ¢6ziimlerin sayisinin
T={r-1,(k—1)-+}

kiimesinin permiitasyonlarinin sayisina esit oldugunu gosterecegiz. T nin her-
hangi bir permiitasyonu diisiiniildiigiinde (k — 1) tane olan * elemani r tane olan
1 elemanini k farkli gruba ayirir.

® x; = ilk » elemanina kadar olan 1 lerin sayisi,

® x, = ilk * ile ikinci » arasindaki 1 lerin sayisi,

o x3 = ikinci * ile ti¢lincili » arasindaki 1 lerin sayusi,

o x;_; = (k—2) inci * ile (k — 1) inci » arasindaki 1 lerin sayzsi,
o x; = (k—1) inci » dan sonraki 1 lerin saysi.

X1+ x5+ -+ + x; = r denkleminin netatif olmayan tamsayilar kiimesinde
herhangi bir ¢oziimii verildiginde T nin buna karsilik gelen permiitasyonu
da yukaridaki islemi tersine isleterek olusturulabilir Dolayisi ile S nin r-
kombinasyonlarinin sayisi T nin permiitasyonlarinin sayisina esittir. Bu say1 da

Teorem 3.7 geregi
(r+k—1)!_(r+k—1)_(r+k—1)
ri(k—1) r S\ k-1

dir.

8 farkli pogaca iireten bir firin 12 serli olarak bu pogacalar1 kutulamaktadir.
Kac farkli kutu olusturulabilir?

Tekrar sayis1 epey fazla olan sekiz farkli pogaca tiirtiniin 12-kombinasyonu is- I

teniyor. Teorem 3.8 geregi bu say1 (qu_l) = Gg) dir.

Terimleri 1,2,. .., k sayillarindan biri olan r uzunlugunda azalmayan kac farkl
dizi yazilabilir?

S = {00 1,00 :2,...,00 - k} olmak {izere ilgili bir diziyi S nin bir r-
kombinasyonunu alip daha sonra ilgili sayilar1 azalmayacak sekilde siralayarak
yapabiliriz. Dolayist ile Teorem 3.8 geregi (r+’:71) farkl dizi yazilabilir.

X1 + X9 + X3 + x4 = 15 denkleminin negatif olmayan tamsay: ¢oziimleri kac
tanedir?

12



Teorem 3.8 ispatinda bu saymnin (k = 4 ve r = 15 alip) (15+44_1) = (lf ) oldugunu
gosterdik.

X + x5+ X3+ x4 = 15 denkleminin pozitif tamsay1 ¢6ziimleri kac tanedir?

i=1,2,3,4i¢in y; = x; — 1 dersek ilgili denklemi y; ler cinsinden

yitys+ys+ys=11

seklinde yazabiliriz. Buyazdigimiz denklemin negatif olmayan tamsay1 ¢oziimleri
soruda istenen denklemin pozitif tamsay1 ¢oziimlerine karsilik gelmektedir. Bu
¢ozlimlerin sayist da Teorem 3.8 geregi 11?‘1‘71) = G‘D = (134) = 1413# = 364
dir.

X1 + X9 + X3 + x4 = 20 denkleminin x; > 3, x5 = 1, x3 = 0, x4 = 5 olmak
iizere kag farkli tamsay1 ¢6ziimii vardir?

Y1=X1—3, Yo =Xx,—1, y3 = x5 ve ¥y, = x4, — 5 dersek istenen ¢oziimler ile

Yity,+ys+y,=11

denkleminin negatif olmayan tamsay1 ¢6ziimleri arasinda birebir bir iliski vardir.

Dolayist ile istenen kosullari saglayan Teorem 3.8 geregi 11?‘1‘_1) = (}‘1‘) = (134) =
14-13-12

35— = 364 farkl ¢6zlim vardir.
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4 Pascal Ucgeni ve Binom Teoremi

Bir 6nceki boliimde (Z) ifadesini negatif olmayan tamsayilar n ve k i¢in tanim-
lamistik. (Z) sayilari, bu boliimde bahsedecegimiz binom teoreminde kullanilmasi
sebebiyle binom katsayilar: oalrak da bilinir. Ayrica (8) =1ve k > nise (Z) =0
oldugunu belirtmistik. Asagidaki

(n) n! o n-(n—=1)-(n—2...-(n—k+1))

k) K=k k-(k—1)-...-1 L

formiillinii tekrar hatirlatalim. Yine bir 6nceki boliimde (Z) = ( n k) oldugundan
n—

ve 0 < k < n icin Pascal formiiliinden yani
()=(")+G5)
k k k-1
formiiliinden bahsetmistik. Pascal formiiliinii ve baslangi¢c degerlerini, yani (8) =

(2) =1 (n = 0) oldugunu kullanarak (1) ifadesindeki formiilii kullanmadan tiim

(Z) binom katsayilarim1 hesaplayabiliriz. Ilgili sayilar bu sekilde hesaplandiginda
genelde sonsuz bir dizi seklinde yazilir ve buna Pascal ticgeni denir.

n\k|0|1|2|3|4|5|6|7]|8
0 |1

1 [1]1

2 11121

3 (11331

4 |[1]4]6]|4 |1

5 |1|5]10]10| 5 |1

6 [1]16]15]20(15]| 6 |1

7 (117121353521 7 |1
8 |1(8|28|56|70|56(28(8|1

4.1 Binom Teoremi

Asagidaki teorem (Z) sayilarinin binom katsayilar1 olarak adlandirilmasina neden
olmustur.

A v

n pozitif bir tamsay1 olmak {izere her x, y icin
(X +y)n =x"+ (n)xn—lyl + (”)xn—zyz L ooc +( n )xlyn—l +yn
1 2 n—1

dir. Toplam sembolii kullanarak

n

(x+y) = Z (Z)xnfkyk

k=0

seklinde de yazilabilir.

14



ilk olarak (x + y)" ifadesini

(x+y)x+y)--(x+y)

n tane

olarak yazalim. Bu carpimi tamamen acip ilgili terimleri gruplandiracagiz. Her

(x +y) carpani i¢in x ya da y yi segebilecegimizden dolay1 2" terim elde edilir ve

bu terimler x"*y*, k =0, 1,...n seklinde yazilabilir. x**y* terimi n carpanin k

tanesinden y segerek elde edilebilir. (Kalan n —k carpandan da x secilmis olur.)
Dolayist ile yukaridaki carpim tamamen acildiginda bu acilimdaki ( ) terim x" K yk
ifadesine karsilik gelir. Bu da

n

(x+y) = Z (Z)xnfkyk

k=0
oldugunu belirtir.
Yukaridaki teoremin farkli bir ispat1 da asagidaki sekildedir.
Tiimevarim yontemi ile ilerleyecegiz.

Baslangic adimi: n=1.

1

(x+y)l= Z(i) Iokyk — (é)xlyo + G)xoyl =x+y

k=0

olup ifade dogrudur.
Tiimevarim adimi: n = m i¢in ifade dogru yani

m

G = (1)t

k=0

olsun ve n = m+ 1 icin ifadenin dogru olmas: gerektigini gosterelim.

Gty =G 430 S (™ etk
x+y x+y ;(k)x Yy

G0

k=0 0



olup bu da

Y ([ ] e
=1

esitligini verir. Pascal formiiliinii kullanarak

m
+1
(x+y)m+l =xm+l+ E (mk )xm+1—kyk +ym+1
k=1

yazabiliriz. Ayrica ("3') = ("*]) = 1 oldugunu kullanarak
m+1
+1
¥+ )l = (m )xm+1—k k
(x+Y) ; X y

bulunur. Dolayst ile ilgili ifade n = m + 1 i¢in saglanir, bu da ispat: tamamlar. W

Binom teoremi asagidaki sekillerde de ifade edilebilir.

e =33 " e

k=0
n__ - n k. n—k
(x+y) —;(n_k)xy )
=0
n c n k. n—k
X+ = X .
(x+y) ;(k) y

y =1 durumu sik karsilasilan bir durum oldugundan onu ayrica asagidaki sekilde
ozel olarak ifade edebiliriz.

Teorem 4.2.

n pozitif bir tamsay1 olsun. Her x i¢in

1+x)= Zn: (Z)xk = ) (nik)x"

dir.

(g) + ('11) + (g) +-ot (Z) = 2" oldugunu binom teoremini kullanarak gosteriniz.

Binom teoreminde x = y = 1 yazarsak

ety = 5030 112 () ()¢ () )

k=0 k=0

elde edilir. I
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| S kiimesi n > 1 elemanl bir kiime olmak iizere S nin tek sayida eleman

iceren alt kiimelerinin sayisinin S nin ¢ift sayida eleman iceren alt kiimelerinin
sayisina esit oldugunu gosteriniz.

Binom teoreminde x = 1, y = —1 yazarsak
_ n_nnn—kk_nn_kzn_n n_”._nn
0=0x+y) _Z(k)x Y _Z(k)( 2 (0) (1)+(2) D (n)
k=0 k=0
yani

(g) B Gl) " @ - (—1)"(2) —0

elde edilir. Negatif terimleri kars: tarafa atarsak

@+ (@)= (@)

elde edilir. (Burada n sayisinin tek mi ¢ift mi oldugunu bilmedigimiz icin toplam-
larin son terimlerini yazmadik.) (Z) sayist S nin k elemanh alt kiimelerinin
sayisini verdiginden otiirli en son buldugumuz esitlik S nin tek sayida eleman
iceren alt kiimelerinin sayisinin ¢ift sayida eleman iceren alt kiimelerinin sayisina
esit oldugunu gosterir.

(x +2y)® aciliminda x®y> ¢arpamini igeren terimin katsayisi kactir?

Binom teoremi kullanarak

8

e+ 290 = D3 ety

k=0

yazabiliriz. Yukaridaki toplamda k = 5 terimi istenen terimdir ve bu terim
()x®°2y)° = (5)x°2y)° = 56 - 32x%y° = 1792x°y® olarak yazilabilecegin-
den ilgili carpani iceren terimin katsayis1 1792 dir.

17



- .

inom teoremini kullanarak

(5) () va()

oldugunu gosteriniz.

Binom teoreminde y = 1 alirsak

avr= (e (e G (e

elde edilir. Her iki tarafin da tiirevi alindiginda

(140 =17 ) w2 et (e

bulunup bu esitlikte de x = 1 yazarsak

(5) i) () e

elde edilir.

n 2 2
Z(Z) = ( n)’ (n = 0) oldugunu gosteriniz.
n

k=0

_J

S, 2n elemanl bir kiime olsun. S kiimesini her ikisi de n elemanli A ve B kiimeler-
ine pargalayalim. S nin n elemanli alt kiimelerini diisiinelim. Bu kiimelerden
herhangi biri A kiimesinden k eleman B kiimesinden ise n — k eleman icerir

(0 <k <n). S nin n elemanh alt kiimelerini

Co,C1,Cy, ..., C,

seklinde parcalayalim 6yle ki C, parcasinda bulunan kiimeler A dan k, B den n—k

eleman icersin. S nin n elemanl alt kiimelerinin sayis1 (zn“) oldugundan

2n <
()= tcol +leal + 1ol +-- e = Yl
n k=0

olur. Herhangi bir 0 < k < n icin C;’da bulunacak bir kiime A dan k, B den n—k

n

eleman secilerek olusturulabileceginden |Cy| = (Z)(n—k) = (Z)Z olur. Dolayist ile

(0)-2e-20)

bulunur.
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Binom katsayilarin (Z) tanimini n herhangi bir reel say1 ve k herhangi bir tamsay1
olacak sekilde genisletebiliriz.

r(r=1)--(r—k+1)

k

k! ,
(I:) =19 1 ,k
0 Lk

| /2

(33 ), (_24), (4(')1), (_62) ifadelerinin sayisal degerlerini bulunuz.

1
0
-1

AV

(3/2) _(3/2)1/2)(-1/2) _ -3

3 3! 48’
) A5 o
1,

(—62) =0

olur. I

Multinom Teoremi

Binom teoremi (x + y)" ifadesinin her n pozitif tamsayi degeri icin bir formiil verir.
Bu formiil genellestirilerek (x; + x5 + ---x,)" ifadesi icin de verilebilir. Bu genel
ifadedeki binom katsayilarina karsilik gelen katsayilara multinom katsayilart denir

ve bu katsayilar
( n ) _ n!
nyny, oo n.) nylngle---n,!

olarak tamimlanir. Burada n;, 1 < k < t negatif olmayan tamsayilar olup n =
ny+ny+---+n, dir.
(Z) = #lk), binom katsayisini multinom formatta

()

olarak yazabiliriz. Ayrica bu say1iy: birinin tekrar sayisi k, digerininki n — k olan iki
farkli eleman iceren bir coklu kiimenin permiitasyonlarinin sayisi olarak da diisiinebil-
iriz. Pascal formiiliinii de bu formatta

(k nn— k) N (k nn—_kl— 1) " (k —nl_nl— k)

olarak ifade edebiliriz. Multinom katsayilar1 i¢in Pascal formiilii

e O e e (T
= + 4.4
ngng -+ 1y n—1ny --- n; nyny,—1---n; ngng ---n,—1

olarak verilir.
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Teorem 4.3. >
n pozitif bir tamsay1 olsun. Her x;, x5, ..., X, icin

n n n n
(x1+x2+~-~+xt)"= E ( )xllxzz...xtf’
nl nz .o nt

olup buradaki toplam n; +n, + - - + n, = n ifadesinin negatif olmayan tiim
¢ozlimleri tizerindendir.

Binom teoreminin ispatinda yaptigimiz gibi (x; + x5 + -+ - + x,)" ifadesini
n tane (x; + x5 + -+ + x,) nin yan yana carpimi seklinde yazip bu ¢arpimi tama-
men agiyoruz ve benzer terimleri gruplandirtyoruz. Bu n carpanin her birinden

o ny Ny n . oss .
X1,X,...,X, den birini secerek olugturulan x;'x,*---x,* ifadesini iceren bir ter-
imi diistinelim. Oncelikle burada n; +n,+---+n, = n olur. Bu terimi olusturmak
icin n carpanin n; tanesinden x;’i, kalan n — n; tanesinin n, tanesinden x,yi,...,
kalan n —n; —ny —--- —n,_; tanesinin n, tanesinden x,’yi seceriz. Dolayisi ile
ny _ny n; . . o .

x;'x,% - x,* ifadesi tamamen actigimiz ifadede

(n)(n—nl) (n—nl—---—nt_l)_ n!
n, ny n; nylny!---ny!

X1 + x5 + x5 + x,)° ifadesinin acthiminda x2x,x?3 ifadesine karsilik gelen ter-
1 2 3 4 ¢ 1X2X3 Sk &
imin katsayis1 kactir?

kez bulunur.

Soruda istenen terime karsilik gelen terimin katsayisi

6 6!
2130 21113!10!
bulunur. I

(3x; —2x,—x5)® ifadesinin aciliminda x; x;‘x3 ifadesine karsilik gelen terimin
katsayisi kactir?

Soruda istenen terime karsilik gelen terimin katsayisi

( > )-3-(—2)3-(—1):i-24=480

131 11311!
bulunur. I
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(x; + X5 + x5 + x,)8 ifadesinin agiliminda kag farkli terim vardir?

Soruda istenen sayl
n1+n2+n3+n4:8

denkleminin negatif olmayan tamsay1 ¢éziimlerinin sayisidir. Onceki béliimden

bu sayiy1
(8+4_1)=(11)=(11)=w=11.5.3=165
8 8 3 6

olarak hesaplayabiliriz. I

Newton Binom Teoremi

Isaac Newton 1676 yilinda binom teoremini genellestirerek herhangi bir a reel sayisi
icin (x + y)? ifadesinin aciliminin formiliinii vermistir. Bu genel sonuc¢ sonsuz bir
seriye karsilik gelir ve serinin yakinsak oldugu noktalar diisiiniilmelidir. Bu nedenle
ilgili teoremi ispatsiz bir sekilde verecegiz.

a,x,y € Rve 0 < |x| <|y| olsun. O halde
oo a
x + a_ ( )Xk a—k
(x+y) k§:0 Py

dir.

Eger a bir pozitif n tamsaysi ise k > n oldugu zaman (Z) = 0 olacagindan
yukaridaki teoremde gecen ifade

n

(x+y) = Z (Z)xkyn—k

k=0

olur bu da binom teoremine karsilik gelir.
Eger z = x/y dersek (x + y)* = y%(z + 1)? olur. Buradan Teorem 4.4 in ifadesi

|z| < 1 olmak iizere
a
1+2) = ( )zk
(1+2) ;0 .

seklinde yazilabilir.
Simdi de n pozitif bir tamsay1 ve a = —n olsun.

(0)-(7)-2etyenmten ot oric

_ (_1)k(n+l;— 1)
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oldugundan her |z| < 1 igin

. ad k—1
(1+2)" (1+)n:Z 1)’<(”+k )

olur. Eger z yerine de —z yazarsak

o (n+k—1
(1—2)"= ("
z)” ;
elde edilir. Ayrica n =1 alirsak (”+k 1) (k) = 1 olacagindan yukaridaki ifadeler
— SR (sl < D)
1+z o
=0
ve -
=D (lz2l<1)
k=0

ifadelerine doniisiir.
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5 Iicerme ve Dislama ilkesi

Onceki béliimlerde bazi 6rneklerde istenen durum sayisini bulmak icin tiim durum-
larin sayisindan istenmeyen durumlarin sayisini ¢ikardik.

- :

’den 1000’e kadar (1000 dahil) olan sayilardan kag tanesi 8’e tam boliinmez?

8’e boliinen sayilar 1‘){;& = 125 tanedir. Dolayist ile 1 ile 1000 arasinda 8’e béliin-
meyen sayilar 1000 — 125 = 875 tanedir.

Yukaridaki soruyu

1’den 1000’e kadar (1000 dahil) olan sayilardan kag tanesi 5’e ya da 8’e tam
boliinmez?

seklinde sorarsak nasil bir ¢6ziim yolu izlemeliyiz?

flgili ¢c6ziim yolunu daha genel olarak anlatmak icin S ile sonlu sayida eleman
iceren bir kiimeyi ve Py, P, ile de S’deki elemanlarin sahip oldugu ya da olmadigi
iki 6zelligi gosterelim. S kiimesindeki elemanlardan kac tanesinin P; ve P, ozel-
liklerinden hicbirine sahip olmadigimi bulmak istiyoruz. A; € S (i = 1,2) ile S
kiimesinde bulunan ve P; 6zelligine sahip olan elemanlar1 gosterelim. Dolayisi ile
A; =S\ A;, (i=1,2) (yani A; kiimesi S kiimesinde bulunan ve P; 6zelligine sahip
olmayan elemanlarin kiimesi) olmak iizere bulmamiz gereken say1 |A; NA,| dir. Bu
sayiy1 da

|A; NAy| = |S| = A1 = |Az| + |A; NA,]

formuliinden bulabiliriz. Simdi yukaridaki soruyu bir 6rnek olarak ¢6zelim.
| 1’den 1000’e kadar (1000 dahil) olan sayilardan kac tanesi 5’e ya da 8’e tam
boliinmez?

S = {1,2,...,1000}, P; ozelligi 5’ tam boliinebilme ve P, Ozelligi ise 8e
tam boliinebilme olsun. A; C S ile S’de olup P; 6zelligini saglayan sayilarin
kiimesini, yani S’nin 5’e tam boliinen elemanlarinin kiimesini; A, ile de S’de olup
P, ozelligini saglayan sayilarin kiimesini, yani S'nin 8e tam boéliinen eleman-
larinin kiimesini gosterelim. Dollayisi ile A; N A, kiimesi S’nin elemanlarindan
hem 5’e hem de 8’e tam boliimenlerin kiimesi olur. ekok(5,8) = 40 oldugun-
dan A; N A, kiimesi S’nin elemanlarindan 40’a tam boliinenlerin kiimesi olur.
1A = 82 = 200, |4, = 190 = 125, |A; NAy| = 1° = 25 oldugundan S
kiimesinin ne 5’¢ ne de 8'e boliinebilen elemanlarmnin kiimesinin yani A; N A,
kiimesinin eleman sayisini
|A; NAy] = |S|— A1 — |A3| + |A; N A, = 1000 — 200 — 125 + 25 = 700

olarak buluruz. I

Yukaridaki 6rnekte iki farkl 6zellik i¢in yapilanlar icerme-dislama ilkesinin en

basit halidir. Simdi 6zellik sayisini artirarak daha genel bir sekilde icerme-diglama
ilkesini ifade edelim. P;,P,,...,P, bir S kiimesinde bulunan elemanlarin sahip
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oldugu ya da olmadig: 6zellikler olsun. Ayrica
A; ={x €8 :x, P; 6zelligini saglar}, (i=1,2,...,m)

olsun. O halde A, NA, N --- ﬁ;\m kiimesi S’nin elemanlarindan Py, P,, ..., P, 6zel-
liklerinden hicbirini saglamayanlarin kiimesini verir.

Bir S kiimesinde P, P,, ..., P,, 6zelliklerinden hicbirini saglamayan eleman-
larin sayisi

1A, A, N AL =ISI= DAL+ D 1A N A= > |4 NA; NA
+...+(1D)"A NA N NAL (2)

olup bu ifadedeki ilk toplam {1,2,...,m} kiimesinin 1 elemanh {i} alt
kiimeleri {izerinden, ikinci toplam 2 elemanli {i, j} alt kiimeleri iizerinden,
ti¢lincii toplam 3 elemanli {i, j, k} alt kiimeleri iizerinden seklinde son terime
kadar devam eder ve son terim yani m inci terim de m elemanl alt kiimeler-
ine yani sadece kendisine karsilik gelir.

Teorem 5.1 in ispatin1 vermeden 6nce bu teoremin ifadesinde gecen esitligi in-
celeyelim. m = 3 i¢in bu esitlik
|A; NAy N A | =IS|— (JA1] + 42| + 1As])
+ (JA; NAy| +1A; NA;| + |A; NAg]) — 1A NA; NAg|

olup sekiz terim icermektedir. m = 3 igin ise

Ay N Ay NA; NA| =IS| — (JA;] + Az | + |As] + [A,])
+ (1A; NA[ +1A; NA3| +|A; NA,]
+ 1Ay NA;3| +|Ay NAL| + A3 NAL])
—(JA; NA; NAs| + A NA; NA,
+1A; NA3 NAL + A, NA3 NA,)
+1]A; NA, NA; NA,|

olup on alti terim icermektedir. Genel olarak esitligin sag tarafinda

m m m m m
(0)+ (7 (2)+(5)s -+ ()=
0 1 2 3 m
adet terim vardir. Simdi Teorem 5.1 in ispatini verebiliriz.

Esitlik (2) yi distinelim. Py, P,,...,P,, ozelliklerinden hicbirine sahip ol-
mayan bir elemanin bu eitligin sag tarafina katkisinin 1 oldugunu ve P, P,, ..., P,
ozelliklerinden en az birine sahip bir elemanin bu esitligin sag tarafina katkisinin
0 oldugunu gésterecegiz. ilk olarak x € S Py, P,,..., P, ozelliklerinden hicbirine
sahip olmasin. Esitlik (2) nin sag tarafina x’in katkisi

1-04+0—-0+---+(-1)"-0=1
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dir. Simdi ise x € S elemam P;,P,,...,P,, ozelliklerinden 1 < n < m tanesini
saglasin. x’in |S|'ye katkist 1 = (1), >114;| ye katkist n = (1) dir (n tane bzellik
sagladigindan A;,A,, ..., A, kiimelerinden n tanesinde bulunur). x in >;|A; NA}]

ve katkus (5), > |A; NA; NA| ye katkist (3) seklinde devam eder. Dolayist ile bu
x elemaninin esitlik (2) in sag tarafina toplam katkisi

| (0)-()+()-() ()
(0)-()+()-()eer(l)

olur. Son bulunan ifade 0’a esit oldugundan (bkz. Ornek 4.2) ispat tamamlanmig
olur.

Teorem 5.1 kullanilarak asagidaki teoremi ispatlayabiliriz.

A

Bir S kiimesinde P;, P,, ..., P,, 0zelliklerinden en az birini saglayan eleman-
larin sayisi

A1 UA, U+ UAL L= D JA L= D A NA |+ D 1A NA; NA]
— A (ED™HA NA N NA, 3)

olup buradaki toplamlar Teorem 5.1 ifadesindeki gibidir.

A;UA,U---UA,, kiimesi, S’deki elemanlardan P, P,, ..., P,, 6zelliklerinden
en az birini saglayan elemanlarin kiimesidir. Ayrica

[AJUA U UA,| =S| —1A; UA,U---UA,,|

ve De Morgan kurallar geregi

A UA,U---UA, =A NA,N---NA,

oldugundan o B
[A;UA,U---UA,| =S| — 1A NAN---NA,I

yazabiliriz. En son buldugumuz esitlik ile Esitlik (2) birlestirilirse Esitlik (3) elde
edilir.

| 1’den 1000’e kadar (1000 dahil) olan sayilardan kag tanesi 5,6,8 sayilarindan
hicbirine béliinmez?

S =1{1,2,...,1000} olsun. Ayrica P;, 5’e tam boliinebilme 6zelligi; P,, 6’ya tam
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béliinebilme 6zelligi; P; ise 8’e tam boliinebilme 6zelligi olsun. A; = {x € S :
x, P; 6zelligini saglar}, i = 1,2, 3 olarak tanimlayalim. Asagidakileri elde edebil-
iriz;

o |4y = F52] =200, |A4,] = | 152 =166, |As| = | T35 | = 125,

e ekok(5,6) = 30 oldugundan |A; NA,| = L1oooJ 33

o ekok(5,8) = 40 oldugundan |A; NA5| = [1000J =

o ekok(6,8) = 24 oldugundan |A, NA5| = L1000J

e ekok(5,6,8) = 120 oldugundan |A; NA, NAg| = [lloz(i)oj =

Bir x € S i¢in, x sayis1 5 sayisina tam boliinemiyor ise x € Al, 6 sayisina tam
béliinemiyor ise x € A, ve 8 sayisina boliinemiyorsa x € A, olur. Dolayisi ile A; N
Ay NA; kiimesi 5,6,8 sayilarindan hicbirine tam boliinemeyen S nin elemanlarinin
kiimesidir. Teorem 5.1 geregi bu say1

|Zl mA2 sz' =|S| = (1A;] + |A,] +|A5])
+ (JA; NAy| +|A; NA3] + |Ay NA3]) — |A; NA; NA|
—1000 — (200 + 166 + 125) + (33 + 25 + 41) — 8

=600
olarak bulunur. I

A =1{1,2,3,4,5,6,7,8,9} kiimesinin permiitasyonlarinin kacinda 1234, 56
ve 789 parcalari bulunmaz? (Ornegin; 123496785, 175682493 istenmeyen
permiitasyonlardir.)

S kiimesi A nin tiim permiitasyonlarinin kiimesi olsun.

e P, : 1234 pargasin icerme 6zelligi,

e P, : 56 parcasini icerme 6zelligi,

® P, : 789 parcasini iceren icerme 6zelligi

vei=1,2,3icinA; kiimesi de S’de bulunan ve P; 6zelligini saglayan pemiitasyon-
larin kiimesi olsun. Dolayis1 ile bizden istenen say1 A; NA, NA, kiimesinin eleman
sayisidir. Oncelikle A nin tiim permiitasyonlarinin sayisi |S| = 9! = 362880 dir.
A; kiimesinde bulunan permiitasyonlar

1234,5,6,7,8,9

ifadelerinin permiitasyonlar: olarak diisliniilebileceginden |A;| = 6! = 720 bu-
lunur. Benzer sekilde |A,| = 8! = 40320 ve |A,| = 7! = 5040 bulunur. A; NA,
kiimesinde bulunan permdiitsayonlar

1234,56,7,8,9

ifadelerinin permiitasyonlari olarak diisliniilebileceginden |A; NA,| = 5! = 120
bulunur. Benzer sekilde |A; NAs| = 4! = 24 ve |A, NA3| = 6! = 720 olur. Son
olarak A; N A, N A5 kiimesinde bulunan permiitasyonlar

1234,56,789
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ifadelerinin permiitasyonlari olarak diisiiniilebileceginden |A; NA;NA5| =3!=6
olur. Buradan

A1 N Ay NAg| =S| — (1A + |Az] +1A3])

+ (JA; NAy| +|A; NA3| +|Ay NA3]) —|A; NA; NAS]
=362880 — (720 + 40320 + 5040) + (120 + 24 + 720) — 6

=317658
olarak bulunur. I

Simdi A; NA;, N---NA; kimesinin eleman sayisinin sadece k sayisina bagh
oldugunu diistinelim. Yani

a, =S|

a = A=Ayl =+ = |An]

a=A1NAY = =|A, 1 NA,|

as = A1 NAyNAs| = = A5 NAL_1 NA,I

a, =A;NA;N---NA,|

olsun. Bu durumda Teorem ?? ifadesinde gecen esitligi

__ - m m m
|A; NA; N - NA,| =a,— 1 a; + 5 )27\ 3 as+---+
+ (—1)k(r£)ak +--+(-1)"a,
seklinde yazabiliriz.
| 0 ile 99999 arasinda (99999 dahil) 2,5,8 rakamlarinin hepsini iceren ka¢ tam-
say1 vardir?

S = {00000,00001,00002,...,99999} yani Odan 99999a kadar olan sayilarin 5
rakamla yaziliglarinin kiimesi olsun. Dolayist ile S kiimesi ayni1 zamanda {5-0,5-
1,5-2,...,5:9} coklu kiimesinin 5-permiitasyonlarina karsilik gelmektedir.

e P, : 2 rakamini icermeme 06zelligi,

e P, : 5 rakamini icermeme 6zelligi,

e P, : 8 rakamini icermeme 6zelligi,

vei=1,2,3icin A; kiimesi de S’de bulunan ve P; 6zelligini saglayan tamsayilarin
kiimesi olsun. Yukarida verilen notasyonu kullanacak olursak a, = 10°, a; = 9°,
a, = 8% ve a; = 7° bulunur. istenen say1 |A; N A, N A;| oldugundan yukarida
verilen esitlikten

|A; NAy NAg| =10°—3-9°+3-8°—7° = 4350
bulunur. I
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Coklu Kiime Kombinasyonlar1

Icerme-Dislama ilkesini kullanarak coklu kiime kombinasyonlarin1 hesaplayabile-
cegimizi bir 6rnek ile gosterelim.
| T ={3-a,4-b,5c} kilmesinin 10-kombinasyonlarinin sayis: kactir?
Icerme-dislama ilkesini T* = {00 -a,00 - b, 00 - ¢} (yada {10-a,10- b,10-c})
iizerinde uygulayacagiz.
e P, : T* 1n bir 10-kombinasyonunda iigten fazla a olmasi 6zelligi,
e P, : T* 1n bir 10-kombinasyonunda doértten fazla b olmasi 6zelligi,
e Py : T* 1n bir 10-kombinasyonunda besten fazla c olmasi 6zelligi,
olsun. T* kiimesinin P;, P, ve P; ozelliklerine sahip olmayan 10-
kombinasyonlarinin sayis1 sorusa istenen sayir olmus olur. S kiimesi T* nin
tim 10-kombinasyonlarinin kiimesi olsun ve i = 1,2,3 icin A; kiimesi S de
bulunan kombinasyonlardan P; 6zelligini saglayanlarin kiimesi olsun. Teo-

10+3—-1 12
rem 3.8 geregi |S| =( +10 ): ( 5 )= 66 olur. A; kiimesinde bulunan

10-kombinasyonlarda en az dort tane a bulunmalidir. Bu kombinasyonlar-
daki diger alt1 eleman icin bir sart yoktur, yani kalan alt1 eleman T* in br
6-kombinasyonunu olarak diisiiniilebilir. Tersine T* in bir 6-kombinasyonunu
alip dort tane a elemani ekleyerek A; deki 10-kombinasyonlar1 elde edebili-
riz. Yani A; in eleman sayis1 T* in 6-kombinasyonlarinin sayisi kadardi, ve

-1
bu say1 da |A;| = (6 +2 ) = (2) =28 dir. Benzer sekilde A, nin eleman

sayist T* in 5-kombinasyonlarinin sayisi kadar ve A5 iin eleman sayist T* 1n 4-

-1
kombinasyonlarinin sayisi kadardir. Bu sayilar da |A,| = (5 +3 ) = (7) =21

5 2
44+3-1 6
|As] = ( 4 ) = (2) =15 bulunur.
Benzer sekilde A; N A, kiimesi T* in 10-kombinasyonlarindan en az dort a ve

en az bes b icerenlerin kiimesidir. Geriye kalan bir eleman T* in herhangi bir
eleman: olabilir. Dolayis: ile yukaridaki aciklamalara benzer sekilde A; N A,

kiimesinin eleman sayis1 T* 1n 1-kombinasyonlarinin sayisina esittir. Bu say1 da
1+3-1 . 0+3-1
|A; NA,| = 1 = 3 olur. Benzer sekilde |A; NA5| = 0 =1ve
|A; NAs| = 0, dolayist ile de |A; NA; NAs| = 0 bulunur. Buradan
A1 NAy NAs| =IS| = (JA1] + 45| + 145])
+ (A1 NAy| + 1A NA3| + |43 NAg|) — A NA; NAs]
=66—(28+21+15)+(3+1+0)—0

=6
bulunur. _]
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r a
X1+X2+X3+X4=18

denkleminin 1 < x; <5, -2 < x; < 4,0 < x3 <5,3 < x4 <9 kosullar
altinda kag farkli tamsayi ¢6z{imii vardir?

Yi=x1—1, ¥, =x,+2, y3 = x3 ve y4 = x4—3 dersek soruda verilen denklemin
saglanmasi ile

Yit+y2+ys+ys=16
denkleminin 0 < y; <4, 0<y,<6,0< y; <5,0< y, <6 kosullar1 al-
tinda saglanmasi bir birine denktir. S kiimesi bu denklemin negatif olmayan

tamsay1 ¢oziimlerinin kiimesi (iist sinirlar olmayan hali) olsun. Teorem 3.8 geregi

(16 4= 1) = 19) = 969 bulunabilir.
16 3

e P, : S’de bulunan ¢6ziimlerden y; > 5 olanlar,

e P, : S’de bulunan ¢6ziimlerden y, > 7 olanlar,

e P : S’de bulunan ¢6ziimlerden y; > 6 olanlar,

e P, : S’de bulunan ¢oziimlerden y; > 7 olanlar,

vei=1,2,3,4icin A; kiimesi S’de bulunan ¢6ziimlerden P; 6zelligini saglayanlar
olsun. |A; NA, NA; NA,| sayis1 soruda istenen sayidir. A; kiimesindeki ¢oziimleri
distinelim. Eger z; = y; —5, 2, = y,, 23 = y3 ve 24 = y, dersek A; kiimesinde
bulunan ¢oziimlerin sayisi ile

21 +22+Z3 +Z4= 11

denkleminin negatif olmayan tamsay1 c¢Oziimlerinin sayisi esittir ve
11+4-1\ (14

dolayis1 ile |A;| = =364 olur Benzer sekilde
+4-1 12 10+4-1 13
|A2|=(9 4 ):( ):zzo, |A3|=( 4 ):( ):zse ve
9 3 10 3
Asl=9+4—-1 N o
( 12 ) bulunur. A; N A, kiimesinden alinacak bir ¢6ziim icin
9=(%)=220

¥1 = 5ve y, = 7 dir. Dolaysiile eger uy = y; —5, uy = yy—7, u3 = y; ve
uy =y, dersek
u1+u2+uS+U4=4

denkleminin negatif olmayan tamsayr c¢ozlimlerinin sayist |A; N A,| ye

esittir. Yani |A; NA,| = (4 * :_ 1) = Z =35 tir Benzer sekilde
|A; NAg| = (5+:_1) = (i) = 56, 1A, NA,| = (4+:_ 1) = (Z) =35,
|A, NAg| = (3+:_1) = (:) =20, |A,NA,l= (2+;’_1) = G) =10 ve
A3 NA, = (3 * :_ 1) = (Z) = 20 bulunur. A;,A,,A;3,A, kiimelerinin herhangi

ii¢liniin kesisimi bos kiime oldugundan icerme-diglama ilkesi geregi

|A; NAy NA; NA,| =969 — (364 + 220 + 286 + 220)

+ (35456 + 35420+ 10+ 20)
=55. I
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Diizensiz Permiitasyonlar

Soru: Hepsinin de sapkasi olmak {izere 9 kisi bir yemege katiliyor. Giriste sap-
kalarini resepsiyona birakan bu kisilere yemek sonunda sapkalar: geri verilmek is-
teniyor. Hi¢ kimseye kendi sapkasi verilmemek iizere kag farkli sekilde sapkalar geri
verilebilir?

S ={1,2,...,n} kiimesinin bir i;i, - - -i,, permiitasyonunu alalim. Eger i; # 1,
iy # 2,..., I, 7 n ise bu permiitasyona diizensiz bir permiitasyon denir. n elemanli bir
kiimenin diizensiz permiitasyonlarinin sayisini D, ile gosterecegiz. D; =0, D, =1
(21 permiitasyonu), D; = 2 (231 ve 312 permiitasyonlar1) dir. n = 4 i¢in diizensiz
permiitasyonlar

2143 3142 4123
2341 3412 4312
2413 3421 4321

olup dolayisi ile D, = 9 dur. icerme-diglama ilkesini kullanarak D,, say1sin1 hesaplay-
acagiz.

n>1icin

dir.

S ktimesi {1,2,...,n} kiimesinin tiim permiitasyonlarimin kiimesi olsun.
k =1,2,...,n icin P, 6zelligi bir permiitasyonda k inci elemanin k olmas: 6zel-
ligi olsun. Yani bir i;i, - - -1, permiitasyonu P 6zelligine sahipse i, = k dir. S de
bulunan bir permiitasyonun diizensiz olmasi demek P;,P,,... P, ozelliklerinden
hicbirini saglamamasi demektir. k = 1,2,...,n icin A; kiimesi S de bulunan per-
miitasyonlardan P, 6zelligini saglayanlarin kiimesi olsun. Dolayistile {1,2,...,n}
kiimesinin diizensiz permiitasyonlar1 A; NA, NA; N- - -NA, kiimesinin elemanlarin-
dan olusmaktadir, bu da

D, =|ANA,NA;N---NA,]|
demektir. A; kiimesinde bulunan permiitasyonlar 1i,is---i, seklinde oldugun-
dan |A;| = (n—1)! dir. Daha genel olarak k = 1,2,...,n icin |A;| = (n — 1)L
Benzer sekilde A; N A, kiimesinde bulunan permiitasyonlar 12i;i,---i, seklinde
oldugundan |A; NA,| = (n — 2)! olup daha genel olarak {j,k} C {1,2,...,n} icin
|A; NAg| = (n—2)! dir. Daha genel olarak {iy,i,...,1i} € {1,2,...,n} i¢in

|Ai1 ﬂAiz n--- ﬂAik| = (n_k)'

olur. {1,2,...,n} kiimesinin k elemanl alt kiimelerinin sayisi (Z) oldugundan

30



icerme-dislama ilkesi uygulanirsa
D, = A, NA, N NA, | =n!— G)(n— D!+ G)(n—z)! - (g)(n—B)!

+---+(—JJ”(Z)O!

n! n! n! n!

:n!——+——_+...+(_1)n_

1 2t 3! n!

1 1 .
—n(1—5+5—§+--+(—1)—‘

bulunur.

Hepsinin de sapkasi olmak tizere 5 kisi bir yemege katiliyor. Giriste sap-
kalarini resepsiyona birakan bu kisilere yemek sonunda sapkalar geri ver-
ilmek isteniyor. Hic kimseye kendi sapkasi verilmemek {izere kac farkli sekilde
sapkalar geri verilebilir?

Kisileri 1,2, 3,4,5 diye numaralandiralim. Benzer sekilde 1. kisiden alinan sap-
kay1 1, 2. kisiden alinan sapkay1 2 seklinde numaralandiralim. Numaralandirilan
sapkalarin bir permiitasyonunu diisiinelim, 6érnegin 23415. Bu permiitasyon ile
sapkalarin dagitimini soyle iligkilendirelim 23415 permiitasyonunda 2 nolu sap-
kay1 1 nolu kisiye, 3 nolu sapkay1 2 nolu kisiye,... seklinde dagitilacagini belirtsin.
Dolayist ile {1,2, 3,4, 5} kiimesinin diizensiz permiitasyonlari ile soruda istenen
sapka dagitimi yollar1 arasinda birebir bir iliski vardir. Yani istenen sekilde sap-
kalar
1 1 1 1 1
Ds=5(1-—+———+——=
20 31 4 5l
=120—120+60—20+5—1

=44

farkl sekilde dagitilabilir. I
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