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Hicbir ticari gelir elde etme amaci tasimaksizin ingilizce bilmeyen égrencilerin faydalanmasi igin hazirlanmig
bu ders notundaki sorular ve figirler “Probability and Statistics for Engineering and the Sciences by J. L.

Devore 8th Edition” isimli kitaptan alinmistir. Her hakki yazara aittir.
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Everything in this lecture note are directly taken from ‘Probability and Statististics for Enginering and the

Sciences by J. L. Devore 2016’ to use in Turkish Language for no-profit educational lectures.

Bu ders notundaki materyellerin tamami ‘Probability and Statististics for Enginering and the Sciences by J.

L. Devore 2016’ kitabindan kar amaci giitmeyen dersler i¢in . Turkgede kullaniimak tzere alinmistir.



1. ISTATISTIK NEDIR?

Muhendisler ve bilim adamlari profesyonel galismalarinda yada ginlik yasantilarinda surekli olarak veri
(data) yada gergeklikler kiimesi diye ifade ettigimiz koleksiyonlarla kargilasmaktadirlar. Istatistik disiplini ise,
sahip oldugumuz verinin organize edilmesi, 6zetlenmesi ve nihai olarak sonuglandiriimasinda kullaniimak
Uzere bilimsel methodlar sunar ve geligtirir.

Bir arastirma genellikle hakkinda bir sonu¢ yada kanaat elde etmek istedigimiz nesnelerden olusan iyi
tanimlanmis bir kiimeye odaklanir ve bu kimeye kisaca hedef popiilasyonu denir. Populasyonun
elemanlarinin tamami igin istenilen, arzu edilen bilgilere sahip oldugumuzda, popiilasyon sayimi olarak
adlandiracagimiz olguya sahip olmus oluruz. Zamana, ekonomik kosullara, ve diger kiymetli kaynak ve
imkanlara bagli olarak, populasyon sayimini elde etmek genellikle ya kolay degildir yada imkansizdir. Bunun
yerine, kisitlari énceden belirlenmis sekilde poptlasyonun bir alt kiimesi segilir ve bu sayim islemi 6rneklem
olarak adlandiracagimiz bu altkiime Uzerinde yapilir. Bir arastirmada hedef populasyonu, belirli zaman
araliginda Uretilen belirli bir tire ait jelatin kapsulleri olurken, bir bagka arastirmada hedef populasyonu, en
son akademik yilda muhendislik alaninda lisans derecesi kazanmis kisilerin kiimesi hedef popllasyonu
olabilir. Bu durumda, belirli bir tUretimden &érneklem olusturmak icin kapsdiller alinir ve degerlendirilir, ve
nihayetinde elde edilen sonuglar bu jelatin kapsulleri Ureten firmanin aradigi o6zellikleri saglanip
saglanmadigini arastirirken bir baz olarak kullanilir, yada gegen yil mezun olan muhendislerin olusturdugu
populasyondan bir 6rneklem alinir,  muhendislik programinin kalitesi hakkinda bir kanaate varmaya
calisilabilir.

Genellikle, popllasyonun elemanlarinin belirli karakteristik 6zellikleriyle ilgilenilir, drnegin herbir kapsulin
ylzeyindeki hatalarin sayisi, herbir kapsulin duvar kalinhdi, mezun olan mihendislerin cinsiyeti, mezun
olma yasi gibi. Bu gibi Ozelliklere popllasyon karakteristigi denir.  Populasyon karakteristikleri farkh
kategorilere ayrilabilir: cinsiyet, Uretim tlrl, yada nUmerik degerler gibi. Bu durumda bir populasyon
karakteristiginin aldigi degerler kiz, yetersiz lehim, 23 yas, 0.5 cm ¢cap  olabilir. Degisken ise popllasyonun

elemanlari igin sabit bir degere sahip olmayan karakteristiktir. Ornegin, beyaz renkli atletlerden olusan bir
popllasyon igin atletlerin rengi bir popilasyon karakteristigidir ancak populasyon degiskeni degildir; fakat
atletlerin kol uzunlugu bir poptlasyon degdiskenidir. Degiskenleri genellikle kiguk harflerle gdsteririz:

Xx = Ogrencilerin sahip olduklari hesap makinelerinin markasi,
y = Belirli bir zaman araliginda Kastamonu Universitesi web sayfasini ziyaret eden 6grenci sayisi,

z = Belirli kogullar altinda bir otomobilin fren mesafesi.

Data yada veri diye adlandirdigimiz bilgiler veyahut gercgekler, popilasyona ait tek bir yada birden fazla
degdiskene ait gbézlemlerdir. Tektip (univariate) data populasyonun bir tek degiskene ait gbzlemlerden olusur.
Ornegin, bir galericinin aldigi son 10 otomobilin vitesi tiiri (O) otomatik yada (M) maniel oldugunu
belirlemeye ¢aligabiliriz. Bu arastirma igin data kimemiz
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Yetiskin acil servisine gelen hastalarin nabiz degerleri ise nimerik bir data kiimesidir:

88 80 71 103 154 132 67 110 60 105.

Sadece iki tane degisken igin toplan dataya ikili data (bivariate) data denir, 6rnegin bir basketbol
takimindaki oyuncularin boy ve kilo élgiimleri. ikiden fazla degisken igin toplanan dataya ¢oklu data
(multivariate data) denir, 6rnegin bir doktor ¢alismasina dahil olan hastalarin sistolik, diasistolik kanbasinci
ve serum kolestrol seviyesinin élcimlerini kullaniyor olabilir. Bir datanin sadece nimerik ya da sadece
kategorik degiskenlerden olusma zorunlulugu yoktur, érnegin Consumer Reports yillik otomobil serisinin
paylasmis oldugu ¢oklu data elemanlari asagidaki sekildedir:

(Kuguk/ spor/ kompakt/ orta/ blyuk), sehir i¢i yakit tiketimi, sehirler arasi yakit tiketimi, ¢cekis 6zelligi (6nden/
arkadan/ 4x4), ...

1.1 Istatistigin Dallari

Betimsel istatistik

Data toplayan bir arastirmaci, toplamis oldugu datayi 6zetlemek ve dnemli olduguna inandigi 6zellikleri
belirtmek isteyebilir. Bu durumda aragtirmaci betimsel istatistik (descriptive statistics ) methodlarini kullanir.
Datay sergilemek icin grafik gizebilir, histogram grafigi olusturabilir, kutu grafigi gizebilir, sacihm grafigi
¢izebilir. Bunlar baslica metodlardi. Bunlarin haricinde nimerik 6zet élgimleri (ortalama, medyan, standart
sapma, korelasyon katsayilari) yapabilir. Varolan istatistiksel bilgisayar programlari bu isi oldugundan ¢ok
daha kolay yapmaya olanak saglar. Baslica kullanilabilecek yazilim paketleri:

web sayfasindan Ucretsiz olarak indirebilirsiniz.

ORNEK: ABD bagis organizasyonlari biiyiik ¢apli bir istir. charitynavigator.com websitesi radarina alabildigi
6000 organizasyon hakkinda bilgi vermektedir. Bu websitesinden 60 tane yardim kurumuna ait bagis
toplama giderlerinin, butlin giderlere gore ylzdesi asagida verilmektedir:

6.1 126 347 1.6 188 22 30 22 56 38
22 3.1 1.3 1.1 141 40 21.0 6.1 1.3 204
75 39 10.1 81 195 52 120 158 104 52
64 108 83.1 36 62 63 163 127 1.3 08
88 5.1 37 263 6.0 480 82 11.7 72 39
153 166 88 120 47 147 64 170 25 16.2

Yardim kurumlarinin neredeyse tamami gelirlerinin %20 den daha az bir kismini bagis toplama
organizasyonlarina harcamaktadir.


http://www.r-project.org
http://charitynavigator.com
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Figure 1.1 A Minitab stem-and-leaf display (tenths digit truncated) and histogram for the charity
fundraising percentage data

Tahminsel istatistik

Bir populasyondan bir drneklem alarak ise baslayan bir arastirmaci bu érneklem Uzerinden elde ettigi
bilgilerle popullasyonun tamami hakkinda bir kanaate yada sonuca varmaya c¢aligabilir.
Bu tlrden bir calismada érneklem sonucun kendisi olmaktan daha ¢ok sonuca ulastiran bir aracidir.

Ele alinan bir 6érneklem Uzerinden, populasyon hakkinda sonuglar ¢ikaran istatistik disiplinine tahminsel
istatistik (inferential statistics) denir.

Ornek: Materyallerin dayanikliiginin arastiriimasi istatistiksel metodlarin uygulanabilecedi zengin bir alandir.
“Effects of Aggregates and Microfillers on the Flexural Properties of Concrete” (Magazine of Concrete
Research, 1997: 81-98) makalesinde super plastiklestirici ve belirli baglayicilarin kullaniimasiyla olusturulan
yuksek performansl betonlarin dayanikhlik 6zeliklerinin ele alindigdi bir ¢galisma yer almaktadir. Bdylesi bir
betonun basing dayanikliik 6zelligi daha 6nceden arastinimig, fakat esneklik 6zelligi (bukilmeyle
olusabilecek olumsuz durumlara kargi dayanma yetisinin 6lgimu) ile ilgili pek fazla bir sey bilinmemektedir.
Megapascal cinsiden (Mpa) makalede asagidaki data verilmigtir:

59 72 73 63 81 68 70 76 68 65 70 63 79 90
82 &7 7.8 97 74 77 97 78 7.7 116 113 11.8 10.7



Kabul edelimki bu metod kullanilarak yapilmig olan bitin kirislerin esneklik direncinin ortalamasini tahmin
etmek istiyor olalim. Cok ylUksek glven degeriyle, populasyonun esneklik direncinin ortalamasi 7.48 MPa ve
8.80 MPa araligindadir ve bu araliga guven aralidi yada tahmin araligi denir. Yine ylksek given degeriyle
sOylebilirizki bdylesi bir tek kirisin esneklik direnci en az 7.35 MPa olarak tahmin edilir ve bu nimerik degere

alt tahmin siniri denir.

Olasilik ve istatistik dersinde odak noktamiz tahminsel istatistik (izerine olacak ve bu alana ait metodlari
taniyacagiz ki bilimsel galismalarda bu dal ¢ok daha islevseldir. Tahminsel istatistikde ele alacagimiz
prosedurler nokta tahmini, hipotez testleri, ve gliven araliklarinin belirlenmesi olarak kategorize edilebilir.

Bir olasilik probleminde, Uzerinde calisilan popllasyonun o&zellikleri biliniyor oldugu varsayilir ve bu
populasyondan alinan bir érneklem Uzerinde problem ¢dzUllr. Bir istatistik probleminde ise, ele alinan
orneklemin o6zellikleri bilinir ve bu bilgiler kullanilarak 6rneklemin alindigi populasyonla ilgili problemler

¢6zullr ve arzu edilen bilgiler elde edilmeye calisilir. Bu iligkiyi asagidaki sekilde gézlemleyebiliriz.

Olasihk

) Orneklem
Popllasyon

Tahminsel istatistik

Data Toplama

istatistik bilimi sadece verilen datanin diizenlemesi ve analiz edilmesi (izerine calismaz ayrica datanin
toplanmasi Uzerine teknikler gelistirir. Eger data dogru bir sekilde toplanmazsa, arastirmaci kayda deger bir
glven derecesiyle, cevabli merak edilen sorulari cevaplayamaz. Bu durum genellikle problem Uzerinde
calisilacak olan populasyonla bu populasyondan secilen drneklemin uyumsuz olmasi halinde ortaya ¢ikar.
Bu durumla ilgili Tarkiye genelinde Tv izletiyicilerinin tercihleri Gzerinde bir ¢alisma yapilacak olursa ve
Orneklem secilirken sadece belirli bir yas ve cinsiyete sahip kisiler arasindan sec¢im yapilirsa, bu
Orneklemden elde edilecek sonuglar populasyonun tamamina ait sonuglarla gelisecektir. Peki bunu nasil
yapariz?

Bir popiilasyondan érneklem segmenin en kolay yolu bu segimi rasgele bir sekilde yapmaktir. Ornegin, 1
milyon tane nesneden olusan bir popillasyondan 100 nesneden olugsan bir érneklem secgerken bunu
rasgele segilen 100 nesneyle yaparsak basarabiliriz. Bu tlr bir 6rnekleme basit rasgele 6rneklem denir.
Bunu manuel bir sekilde yapabilecegimiz gibi bir yazilim programiylada yapabiliriz.

Bazende bu sec¢imi daha pratik bir sekilde yapabilmek icin yada poptilasyon hakkinda ekstra bilgi sahibi
olmak yada elde edilecek sonuglarin glvenilirligini artirmak icin alternatif yollar Gretilmistir. Bunlardan bir
tanesi katmanh 6rneklem secimidir. Bu metod, populasyonun bireylerinin tek bir yerde bulunmasi sartiyla
popllasyonun gruplara ayrilmasi ve herbir gruptan bir 6rneklem alinmasiyla uygulanir. Ornegin, hekimlerin
the Affordable Care Act (saglik sistemi) hakkindaki gorusleriyle ilgili bir istatistik ¢calismasi yapilacak
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olursa, 6rneklem secimini cerrahlardan bir 6rneklem, radyolojistlerden bir érneklem, fizyoterapistlerden bir
Orneklem, ... secilerek yapilabilir. Bu sekilde herbir birimden elde edilecek sonuglar sayesinde s6z konusu
saglik sisteminde g6z ardi edilen birim olmayacaktir.

1.1 Betimsel istatistikte Kullanilan Figiirler ve Tablolar
Notasyonlar

Orneklem biiyiikliigii bir drneklemdeki gozlem sayisidir ve genellikle 7 ile gésterilir. Yani n = 4 dért tane

gozlemden olusan bir 6rneklemi betimler. Bazen birden fazla orneklem (izerinde caligilabilir bu gibi
durumlarda m =3 ve n =9 seklinde notasyonlar kullanilabilecedi gibi uygun olmadiginda
n, =3, n, =7,... seklinde bir notasyonda kullanilabilir.

n tane gbzlemden olugan bir drneklemin gbzlemlerini x|, x5, ..., X, seklinde gosterebiliriz. Burada
orneklemler herhangi bir kurala gore siralanabilecegdi gibi rasgele bir sekilde de listelenmis olabilirler. x;,

orneklemdeki i . gozlemi temsil et mektedir.

Dal-Yaprak Grafigi
X1, X9, ..., X, g6zlemlerinden olugan bir 6rneklemi ele alalim ve herbir gézleminde en az iki basmaktan

olustugunu varsayilim. Bu veri kiimesi hakkinda hizl bir sekilde bilgilendirici bir gérsel sunmanin yollarindan
bir tanesi dal-yaprak grafigi cizmektir. Bunu yapmak igin asagdidaki adimlari takip edebiliriz:
1. Dallar i¢in en blylk basmak degerleri seceriz (onlar basamagi) ve bodylece kiglik basamak degerleri
(birler basamagi) yapraklari olusturur,
2. Olasi dallar dikey bir sekilde listelenir,
Her bir dala ait yapraklar yatay olarak listelenir,
4. Grafigin uygun bir yerinde dal ve yapragin neyi temsil ettigi ifade edilir.

Ornegin, bir sinavda 6grencilerin aldigi notlar O ile 100 arasinda ise, 85 notu icin 8 dala 5 ise yapraga
karsilik gelir. Eger 6grencilerin tamami 90li, 80li, 70li notlar aldiysa (hocanin hayali !) Bu durumda dal
yaprak grafiginde sadece 3 tane dal var demektir. Belki daha bilgilendirici bir grafik gizmek icin bdylesi bir
durumda her bir dali ikiye ayirabiliriz; 6rnegin, 9Y 95 ve daha fazlasi notlar icin ve 9D ise 94,...,90 notlari igin
kullanabiliriz.

Ornek: Universite 6grencileri arasinda en yaygin sikayet ihtiyag duyduklarindan gok daha az uyuyabilmeleri
olmustur. Bu hususta “Class Start Times, Sleep, and Academic Performance in

College: A Path Analysis” (Chronobiology Intl., 2012: 318-335) makalesi uyku slresine etkisi olan faktorleri
arastirmigtir. Asagida 253 tane 6grenciye ait iki hafta boyunca gunlik uyku saatlerinin ortalamasi alinarak
toplanmis bir dataya ait dal-yaprak grafigi cizilmigtir.

Bu grafigin sundugu bilgileri asagidaki gibi listeleyebiliriz:



o GoOzlemlerin neye benzedigine dair bilgi,
e Gdzlemlerin dagilimi

¢ Godzlemler arasindaki bosluklar

e Go6zlemlerin dagilimindaki simetri

e Tepe noktalari

e Diglanmis degerler

SL 00

SH 6889 Stem: ones digit
6L 000111123444444 Leaf: tenths digit
6H | 55556778899999

7L 000011111112222223333333344444444

TH | 55555555666666666666777777888888888999999999999999

8L 0000000000001 1111122222222222222222333333333334444444444444
8H | 5555555566666666677777788388888899999999999

oL 00001111111222223334

OH | 666678999

I0L | 00

10H | 56

Figure 1.4 Stem-and-leaf display for average sleep time per day

Alternatif grafik érnegi

64 | 35 64 33 70 Stem: Thousands and hundreds digits
65 | 26 27 06 83 Leaf: Tens and ones digits

66 | 05 94 14

67 |90 70 00 98 70 45 13
68 | 90 70 73 50

69 | 00 27 36 04

70 | 51 05 11 40 50 22

71 | 31 69 68 05 13 65
72 | 80 09




Nokta Grafigi

Klguk buyuklukteki nimerik verilerin gorsel 6zetlenmesinde nokta grafigi cok kullanighdir. Bununla ilgili bir
Ornegi asagida bulabilirsiniz.

Gozlem Sayisi

Sinif No Sinif Limitleri (frekans) fz

Ornek: Amerikada azalan Universite mezun sayisi artan bir endiseye déniismistiir. Diinya siralamasinda
uzun yillar 1. Sirada yer alirken son yillarda 16. Siraya gerilemistir. 52 eyaletin herbirinde 25-34 yas
araliinda 2010 yilinda 2. lisans derecesine sahip kisilerin yuzdesi asagida verilmistir:

31.5 329 330 28.6 379 433 459 372 688 36.2 355
40.5 372 453 36.1 455 423 333 303 372 455 543
372 49.8 32.1 393 403 442 284 460 472 2877 49.6
37.6  50.8 38.0 30.8 376 439 425 352 422 328 322
385 445 446 409 295 413 354

Bu veri kullanilarak gizilen nokta grafigi asagidaki gibidir:
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Histogram Grafigi

Nokta grafiginin aksine eger nimerik degerlerden olusan data ¢ok buylkse, bu durumda histogram grafigi

glzel bir segenek olacaktir. Bu grafik gizilirken ilk olarak bir frekans tablosu asagidaki adimlar takip edilerek

cgizilir:

1. Gozlemlerin sayisi belirlenir. n = ?

2. B en buylk deger, K en kiiglik deder olmak Uzere, gézlemler arasinda bu degerler belirlenir ve
R = B — K farki hesaplanir. Bu fark gézlem araliginin uzunlugudur.

3. Gozlemleri kZ\/Z (tamsayi) tane sinifa ayiririz. Ornegdin, n =73 ise grup sayisi

V73 =8,544 <k =9 olur. Ancak burada bahsi gegen sinif sayisi kesin bir deger degildir. Onemli

olan datayi anlamli sayida sinifa ayirmaktir.
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R
4. g = — siniflarin genigligini temsil eden degerdir. Gézlemler tam sayidan olusuyorsa g ninde tam sayi

olarak segilmesi glzel olur.

5. Sinif limitleri ise en kiguk gbézlemden baslamak yada en kiigik gézlemi bulundurmak Uzere segilen
degere sinif genigliginin eklenmesiyle bulunur. Ornegin, gdzlemlerimiz tamsayilardan olussun, 1 en
kiiglk gbézlemimiz ve sinif genisligimizde 6 olsun. Bu durumda sinif limitleri 0 1 baslangi¢ kabul edecek
olursak [0,5], [6,11],...

6. Sinif frekanslarini f|, f, ..., f; ile gosterirsek f; degeri i . sinifa sinif limitleride dahil olmak lzere disen
g6zlem sayisidir.

Bu adimlar takip edilerek elde edilecek degerlerle asagida frekans tablosu olarak adlandirilan tablo

doldurulur.

Number Relative Number of Relative
Hits/Game of Games Frequency Hits/Game Games Frequency
0 20 .0010 14 569 .0294
1 72 .0037 15 393 .0203
2 209 .0108 16 253 0131
3 527 .0272 17 171 .0088
4 1048 .0541 18 97 .0050
5 1457 .0752 19 53 .0027
6 1988 1026 20 31 .0016
7 2256 1164 21 19 .0010
8 2403 .1240 22 13 .0007
9 2256 1164 23 5 .0003
10 1967 1015 24 1 .0001
11 1509 0779 25 0 .0000
12 1230 0635 26 1 .0001
13 834 .0430 27 1 .0001
19,383 1.0005
Relative frequency
10 [ ]
.05
0 T T T Hits/game 1




Merkezi Egilim Olgiileri

X{, X9, ..., X, gbzlemleri verildiginde,

+ Orneklem ortalamasi X ile gosterilir ve n tane gdzlemin ait aritmetik ortalamasidir.

. o xt...+x,
Xr=——

« Medyan vyada bir diger adiyla orta deger, gézlemler kiigiikten blyige dogru siralandiginda tam olarak

ortadaki gbzlem yada degderdir ve M ile gosterilir. Gozlem sayisina bagh olarak medyan dederi asagidaki
sekilde bulunur:

Xyt efern =2m +1
¥=M= Xm + Xyl

> egern =2m+1

» Geyrekler O, ve O,
Medyan kullanilarak veri kiimesi medyan degerinin solunda ve saginda esit sayida gézlem bulunduracak
sekilde iki esit parcaya ayriir. Q; ve (5 degerleri sirasiyla veri kiimesinin 1. ve 2. yarl pargalarinin

medyanlaridir. Yukaridaki formulden faydalanarak bu degerler rahatlikla bulunabilir.

o Kutu Grafigi
Merkezi egilim olglleri kullanilarak ¢izilen bir grafiktir. Gézlemlerin nasil dagildigiyla ilgili cok net bir gorsel

sunar.
¢ °
xl xn
0 0,
M
Xy, X, ..., X, nin kGgukten buylge dogru siralandigi gézinlne alinirsa, x; ve x, gbzlemleri sirasiyla veri

kimesindeki en kuguk ve en buyuk gozlemdir.
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Ornek: Eneriji sirketleri misterilerinin olusturacagi talebi dogru tahmin etmek igin miisterilerinin mevcut enerii

tuketimleri hakkinda bilgiye ihtiyaci vardir. Wisconsin Power and Light sirketinden bir arastirmaci belirli bir

dénemde 90 tane gazla 1sinan evin enerji tiketimlerini belirlemis ve asagidaki veri kimesini elde etmistir. Bu

veriyi kullanarak yukarida tanimlamis oldugumuz grafikleri elde etmeye galisalim.

297 400 520 556 594 5098

6.80 685 694 7.15 7.16 723

7773 7.87 793 8.00 826 8.29

8.61 867 869 881 9.07 9.27

960 9.76 982 983 983 084

10.28 10.30 10.35 10.36 10.40 10.49

11.12 11.21 11.29 1143 11.62 11.70

12.31 12.62 12.69 1271 1291 12.92

13.47 13.60 13.96 14.24 14.35 15.12

SN Snif  GozlemSayisi  Géreceli
No Limitleri (frekans) f; Frekans

1 |1<x<3 1 0,011
2 (3<x<5 1 0,011
3 |5<x<7 11 0,122
4 |7<x<9 21 0,233
5 [9<x<1l 25 0,278
6 |[11<x<13 17 0,189
7 [13<x<15 9 0,100
8 |15<x<17 4 0,044
9 |17<x<19 1 0,011

635 662 672 6.78
729 762 7.62 17.69
837 847 854 858
937 943 952 958
9.96 10.04 10.21 10.28
10.50 10.64 1095 11.09
11.70 12.16 12.19 12.28
13.11 1338 13.42 1343
1524 16.06 1690 18.26
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Gozlem sayisi n = 90,

Veri kligUkten buytge dogru siralanmis,

Verinin minimum ve maksimum degerleri K = 2,97 ve B = 18,26,

Verinin range R = 18,26 — 2.97 = 15,29

Verinin kag tane sinifa ayrilabilecegini bulalim, \/% = 9,49 oldugundan sinif sayisini 10 olarak ele

alabiliriz.

st comiati < B _ 1529
ni enigligl = — =
geniglig X 10

Uzerinden yola devam edebiliriz. Bu sebeblede sinif genisligini 2 olarak alalim.

= 1,529 olur. Daha giizel bir gorsel elde edebilmek igin tamsayilar
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1.

ALISTIRMALAR 1

islerin yogun gectigi bir sezonda bir otomobil bayisindeki bir satis elemaninin 100 giin boyunca giinliik
ilgilendigi musteri sayisi icin agagidaki veri kimesi verilmistir.

23|16 | 14 (20| 27| | 11|24 | 21|27| &5 19| 14 19| 27 15|15 14| 18] 25

19\ 17| 17|16 | 17| | 17| 20| 8 | 16| 17 22| 21 141 9 |16| 8 | 16

26| 14| 9 | 11| 14 16| 16| 14| 22| 18 20| 14 11112 7| 8118 51| 18

SIS |
©
L

1117|1819 17| | 14| 27| 19| 16| 20 7|20 18| 20 9 | 16| 19| 14| 29

2017|2016 16| | 16| 15| 9 | 17| 8 | | 10| 16| 10| 19| 13| [ 18] 14| 18] 18] 10

Bu veri kimesini kullanarak asagidaki sorulara cevap veriniz.

a)
b)
c)
d)
e)
f)
9)
h)

2.

Veriyi kugukten biylige dogru siralayiniz.

Dal-yaprak grafigini giziniz.

Nokta grafigini giziniz.

Frekans tablosunu olusturunuz.

Histogram grafigini giziniz.

Merkezi egilim oélgulerini bulunuz.

Kutu grafiginiz giziniz.

Cizmis oldugunuz her bir grafigin ve tablonun veriyi ve verinin dagihmini ifade etmekte ne kadar etkili
oldugunu aciklayiniz.

Sert iklimlerin yasandigi bdlgelerde, insaat c¢eligindeki ¢iriime betonarme yapilar i¢in ciddi bir problem

teskil etmektedir. Bu sebebten dolayl arastirmacilar alasimli metallerden olusan yapi malzemelerinin

kullanimiyla ilgili arastirmalar yapmaktadir. Cam lifli plastik bir yapi gubugunun beton igerisinde bikilmesiyle
ilgili yapilan bir aragtirma yapilmistir (“Design Recommendations for Bond of GFRP Rebars to Concrete,” J.

of Structural Engr., 1996: 247-254). Bu gubugun bukilme direkleri élgilmis ve asagidaki veri galismadan

alinmistir. Yukaridaki soruyu bu veri i¢in tekrar ¢6zlinuz.

1.5 121 99 93 78 62 66 70 134 171 93 5.6
57 54 52 51 49 107 152 85 42 40 39 38
36 34 206 255 138 126 13.1 89 82 107 142 7.6
52 55 51 50 52 48 41 38 37 36 36 36
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2. OLASILIK KURAMINA GIRIS

Olasilik kelimesi belirsizliklerin ve rasgeleligin calistigi bilim daldir. Herhangi bir sayida olasi sonuglarin
meydana geldigi durumlar igin, olasilik teorisi belirli sonuglarin elde etme sansini degerlendirmek igin
metodlar sunar.

2.1 Ornek Uzay ve Olaylar

Nasil sonuglanacagina dair bir belirsizlik olan aktivite yada siirece deney denir. Olasilik teorisindeki deney
bilinen laboratuvar deneyi degildir, bundan cokta genis bir kavramdir. Ornegin, laboratuarda yapilan bir
deney, bir bozuk paranin bir kez yada daha fazla sefer atilmasi, desteden bir kartin ¢ekilmesi, bir grup insan
icerisinde belirli bir kan grubunun bulunmasi, gesitli ¢elik gubuklarin dayanikliliklarinin dlgiimesi olasilik

teorisinin ilgilendigi deneylerdir.

Ornek Uzay

Ornek uzay bir deneyin biitiin olasi sonuglarinin listelendigi kiimedir ve S ile gosterilir. Ornegin, bir madeni

paranin atilmasi deneyinde olasi sadece iki sonug vardir: Y (yazi) ve T (tura). Bu durumda 6rnek uzay
kiimesi S = {Y, T} olur. ik olarak érnek uzayin elemanlarinin neye benzedigini ifade etmek, érnek uzayi

yazmayi ve saymayi kolay ve mumkun kilar.

Ornek: iki adet madeni paranin atilmasi deneyi igin érnek uzay:S = {(Y,Y), (Y, T),(T,Y),(T,T)}

A ve Bolaylari ayriktr & ANB =Q

Ornek: Bir madeni paranin ve bir zarin ayni anda atilmasi deneyi igin drnek uzayi yaziniz.

Ornek: iki zarin atilmasi deneyi icin érnek uzayi yaziniz.

Ornek: iki madeni paranin ve iki zarin atiimasi deneyi igin érnek uzayi yaziniz.

16



Ornek: Bir zarin n kez atilmasi deneyinde kag tane sonug vardir?

Olay

Bir deneyin sonugclarindan olugan kiimeye olay denir. Tek bir sonugtan olusan olaya basit olay denir. Olaylar,
ornek uzayin bir altkimesi oldugundan, tipki kimelerdeki gibi buyuk harflerle gdsterilir.

Ornek: Ozkanlar kavsaginda iki tane benzin istasyonu ve her bir istasyonda 6 sar tane pompa vardir. Giiniin
belirli bir aninda her iki istasyonda dolu olan popa sayilarinin belirlenmesi deneyi i¢in Ornek uzayi
elemanlarini listeleyelim.

0 1 2 3 4 5 6
0 (0,0 0, 1) 0, 2) 0, 3) 0, 4) 0, 5) 0, 6)
1 (1,0 (1, 1) (1,2) (1, 3) (1, 4) (1,5) (1,6)
2 (2,0 2,1) (2,2) (2,3) 2,4 (2,5) (2,6)
3 3,0 3. 1) (3,2) 3,3) 3.4 (3,5) 3,6)
4 4,0 (4,1) 4,2) (4, 3) 4, 4) 4,5) (4,6)
5 (5,0 (5,1) (5,2) (5,3) (5.4 (5,5) (5, 6)
6 (6,0) 6,1) (6,2) (6, 3) (6,4) (6,5) (6, 6)

Listeleme islemi sonuclar fazla oldugunda ¢ok zaman alici olmakta! Bu sebeble ortak 6zellik yonetemiyle

ornek uzay yazabiliriz.
S ={xylx,y€{01,...6}} = |S|=7%x7=49olur.
Peki bu deneyde her iki benzinlikte toplamda dolu olan pompa sayisinin 5 olmasi olayini yazalim.
A ={(50),41D),(3,.2)23),(14),0,5} = |A] =5
Yapilan bir deneyde ortak eleman bulundurmayan iki olaya ayrik olay denir.

NOT: Gerek drnek uzay ve gereksede olaylar birer kime oldugundan, kimeler teorisindeki batin kural ve
operasyonlar onlar iginde gecerlidir.
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ALISTIRMALAR 2

1. 3 kisisinden olusan bir aile, 3 birimden olusan bir tibbi klinige gidiyorlar (her birimde mutlaka doktor
bulunuyor). Belirli bir haftada, her bir aile Gyesi klinigi bir kez ziyaret ediyor ve rasgele bir birimde muayene
oluyor. Aile fertlerinin ziyaret ettikleri klinik birimlerinin listelenmesi deneyinde

a. Ornek uzayin elemanlari neye benzedigini tanimlayiniz.

b. Ornek uzayi yaziniz.

Olasilik Aksiyomlari
i. Her A olayi igin, P(A) > 0.
i. P($)=1

ii. Aj, A,, ... ayrik olaylarin bir kolleksiyonu olmak Ulizere

P(AUAU..) =) p(A).
i=1

c. Ornek uzayin eleman sayisini bulunuz.
d. Her bir aile Gyesinin ayni birime gitmis olmasi olayini yaziniz.
e. Her bir aile Gyesinin farkli birimlere gitmis olmasi olayini yaziniz.

2. Bir Universite kutiphanesinde belirli bir kitabin bes kopyasi rafta ters bir sekilde durmakta. Kitaplarin
iki tanesi ikinci baski ve diger tcu ise ilk baskidir. Rasgele bir sekilde bu kitaplari inceleyen bir 6grenci, ikinci
baski bir kitabi buldugunda aramay! birakacaktir.

a. Ornek uzayin elemanlari neye benzedigini tanimlayiniz.
b. Ornek uzayi yaziniz.
c. Ornek uzayin eleman sayisini bulunuz.

d. A olayi ilk kitapta ikinci baskinin bulunmus olmasi olsun. A olayinin elemanlarini yaziniz.

e. Birici baski kitaplardan sadece birinin incelenmedidi sonuglar B olayini olustursun. Bu durumda B

olayini yaziniz.

3. Herhangi bir deneye ait A ve B olaylari igin agsagidaki esitlikleri ispatlayiniz.

a.(AuB) =A'NnpB
b.(ANnB) =A"UB’
c. | AUB|=|A|+|B|-|ANB|
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2.2 Olasilik Nedir?

Bir deney ve bu deneyin érnek uzayl & verildiginde, olasih§in amaci herbir A olayini bir P(A) sayisiyla

eslemektir, Oyleki P(A) sayisi A olayinin gergeklesme sansini kesin 6lgiimiidiir. Bu olasilik eslesmesinin

anlamli olabilmesi i¢in, asagidaki 6zelliklerin saglanmasi gerekir.

Teorem: O igerisinde higbir sonug buldurmayan olayi géstermek tizere, P(@) =0

Bu asamada 3. olasilik aksiyomunun neden sonlu olmadigi sorusu akla gelebilir. Daha kapsayici oldugu igin
o formda verilmigtir.

Kabul edelimki A, ..., A, ayrik olaylarve A, , | = @, A, ., = @, ...olsun. Bu durumda listelenen olaylarin

tamami ayrik olaydir. 3. olasilik aksiyomu geregi

P(AUA,U...UA)=PAUAU...UA,UA,  UA, ,U...)

= ip(Ai)
i=1

=Y o+ Y pay
i=1

i=n+1

= i p(A).
i=1
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Teorem. Herhangi bir A olayi igin, P(A) + P(A") = 1 olur. Esdeger olarak, P(A’) = 1 — P(A) olur.
ispat.
A ve A’olaylar ayrik iki olay olup, § = A UA’. Bu durumda 2 ve 3 numarali olasilik aksiyomunlarinin bir

neticesi olarak, P(A) + P(A") = P(AUA’) = P($) = 1 olur.

NOT: Bazi durumlarda yapilan deneyin gerek &érnek uzayda gereksede bir olay icerisinde yer alan
sonuclarini teker teker yazmak yuk degildir yada olasiligin amaci igin yersizdir. Bu gibi durumlarda

sonuglarin neler oldugundan daha ¢ok kag tane olduklariyla ilgileniriz, yani & veA kiimesinin elemanlarini
sayariz. Bu sayma iglemi gogunlukla & igin pratik iken bazen A olayi igin o denli pratik olmayabilir. Bu gibi

durumlarda A olayindaki sonuglarin sayisini bulmak igin asagidaki segeneklerden birini takip etmemiz

gerekir:

i. |A| yi belirlemek igin direk A daki sonuglari sayariz, ya da

ii. |[A| =|8|—|A’| oldugundan A’ deki sonuglari sayariz.

& o6rnek uzay!

Ornek: Sekildeki gibi bes dzdes parcanin birlesiminden olusan bir sistemin calisabilmesi igin bitiin

bilesenlerin basarili bir sekilde ¢alismasi gerekmektedir.

A sistemin basarisiz oldugu sonuglardan olusan bir olay olsun. Budurumda |§| = ? ve|A| =7

20



Teorem: Her A olayi igin, 0 < P(A) < 1.

Yani higbir olayin olasiligi negatif yada 1 den biiyiik olamaz.
%150 sansla, %1000 ihtimalle gibi ifadeler olasilik kuraminda kullanilmasi mimkiin degildir.

Teorem: Herhangi iki A ve B olayi igin,

P(AuB)=PA)+PB)—PANB).

ispat.

P(AUB)=PA)+PBNA")=PA) + [P(B)— P(AN B)|
= P(A) + P(B) — P(AN B)

Ornek: Belirli bir yerlesim alanindaki hanelerin, %60 1 internet servisi, %80 i kablolu tv servisi, ve %50 side
her iki servisi yerel bir firmadan aliyorlar. Segilen rasgele bir hanenin bu iki hizmetten en az birini aliyor olma
ve sadece birini aliyor olma ihtimali nedir?

A = {internet hizmeti alanlar} ve B = {tv hizmeti alanlar} olaylarini tanimlayalim.

Ornekte bizden bulmamiz istenen olasiliklar sirasiyla P(A U B) ve P((A U B)\(A N B)) dir.

PAUB)=PA)+PB)—PANB)
=0,6+08-0,5
= 0,9 simdide diger olasihg bulahim

P((AUB)\(4 N B)) = P((A\(A N B)) U(B\(A N B)))
= P(A\(A N B)) + P(B\(A N B))
=0,1+0,3
=04,
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Teorem: Herhangi A, B, ve C olaylari igin,

PAUBUC)=PA)+ PB)+ P(C)—PANB) — PAN C)
—PBNC)+PANBNCO)

Olasiliklarin Sistematik Olarak Belirlenmesi

Sonlu yada sayilabilir sonsuz olacak sekilde bir & 6rnek uzayini ve & deki herbir elemani temsilen
E,, E,, ... basit olaylarini (tek bir elemandan olusan olay) ele alalim. Bu deneye ait bir A olayinin olasiligini

hesaplayacak olursak, 3. olasilik aksiyomundan dolayi

P(A) = P( U E,.> =Y P&).

E;CA E;CA

Egder yapilan bir deneyde elde edilecek olasi her sonu¢ esit ihtimalle gerceklesebiliyorsa, bu deneyin
sonuglarina esit ihtimalli denir. Yani P(E,) = P(E,) = P(E;) = ... olmasi durumudur. Aksi séylenmedigi

middetge, calismalarimizda ele alacagimiz deneyler bu tirden olacaktir. Peki aksi nedir? Hileli bir madeni
parayi ele alalim, éyleki yazi gelme ihtimali her zam %75 olsun. Bu paranin atilmasi durumunda sadece iki

sonug vardir, yani & = {Y,T} iken yukardaki argimana gére E, ={Y} ve E,={T} olur.
P(E,) = 0,75 iken P(E,) = 0,25 dir.

Esit ihtimalli sonuglara sahip bir deneyde A olayinin ger¢geklesme ihtimali nedir?

Bunun igin ilk olarak bir basit olayin gergeklesme ihtimali hesaplayalim. Kabul edelimki & 6rnek uzay! esit

ihtimalli NV tane sonugtan olugsun. Bu durumda

N N
1
1=P(§)=ZP(E,.)=Zp=pN:~p=No|ur.
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Pay=p(|JE)= X PE)

E,-gA EiCA
= Zp
EiCA
|A]
=1A = —
|Alp N
_A]
| S

_ A daki sonuglarin sayi

Bitiin sonuglarin sayi

Ornek: Bir iki zarin atilmasi deneyinde,
a. Ust yuze gelen sayilarin toplaminin tek olma ihtimali nedir?
b. Ust ylize gelen sayilarin birinin tek ve digerinin ¢ift olma ihtimali nedir?
c. Ust ylize gelen sayilardan birinin 5 olma ihtimali nedir?
d. Ust yiize gelen sayilarin toplaminin en fazla 6 olma ihtimali nedir?
e. Ust yiize gelen sayilarin toplaminin 2 den biiyiik olma ihtimali nedir?

Ornek: Biiyiik bir Giniversitede rasgele secilen bir 6grencinin Visa kart sahibi olmasi A olayini ve MasterCard
sahibi olmasi ise B olayini tanimlasin. Kabul edelimki P(A) = 0,6 ve P(B) = 0,4 olsun.
a.P(ANnB)=0,5?
b. Secilen 6grencinin bu iki karttan en az birine sahip olma ihtimali nedir?
c. Segilen 6grencinin bu iki karttan higbirine sahip olamama ihtimali nedir?
d. Secilen 6grencinin Visa kartinin olup MasterCard kartinin olmama ihtimali nedir?

e. Segilen dgrencinin bu kartlardan sadece birine sahip olma ihtimali nedir?
Ornek: Bir bilgisayar danismanlik firmasi kendisine sunulan (g projeden birine &diil verecektir. Her

i =1,2,3 igin, A; = {i. projenin secilmesi} olmak lzere, P(A,) =.22, P(A,) =.25, P(A;) = .28,
PA NAy)) =11, P(AinA;)=.05 P(A,NnA3)=.07, P(A;nA,N A;)=.01 olasiliklari verilsin.

Asagidaki olaylarin neyi ifade ettigini yaziniz ve hesaplayiniz.

a. AJUA,

b. A/NA; [Hint: (A, UA,)" =A|NAY]
c. AJUA,UA; d. A] NA, NAJ
e. ATNA,NA, f. (AJNA,)UA,

Ornek: Belirli bir sistem tg farkli hata Gretmektedir. Her i = 1,2,3 igin, A; = {sistemin i hatasin Gretmesi }

olmak Uzere asagidaki olasiliklar bilinmektedir.

A)=.12 P@A,)=.07 PA, =.05

A
P(A,UA) =13 PA,UA,) =14
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a. Sistemin 1 numarali hatayl vermemis olma ihtimali nedir?
b. Sistemin 1 ve 2 numarali hatalari vermis olma ihtimali nedir?
c. Sistemin 1 ve 2 numarali hatayi Uretmis ama 3 numarall hatayi Gretmemis olma ihtimali nedir?

d. Sistemin sadece iki hata tretmis olma ihtimali nedir?
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2.3 Sayma llkeleri

Carparak Sayma ilkesi
Yapilan iki deneyden ilkinde m tane sonug¢ ve herbir sonug i¢in 2.deneyin n tane sonucu mevcutsa, bu iki

deneyin ortak yapilmasi ile gergeklestirilen deneyin toplamda m n tane sonucu olur.

Ornek: Herbirinin 3 gocugu olan 10 bayandan olusan bir topluluk igerisinden yilin annesi ve yilin gocugu
secilecektir. Bu se¢im kag farkli sekilde yapilabilir?

Genellestirilmis Sayma ilkesi

Yapilan r tane deneyde, 1. deneyde n; tane sonug, bu sonuglarin herbiri igin 2. deneyde n, tane sonug ve

bu sonuglarin herbiri icin 3. deneyde n; tane sonug, ... elde ediliyor. Bu durumda r tane deneyin

gerceklesmesiyle yapilan bu deneyin olasi bitlin sonuglarinin sayisi asagidaki gibidir:

| S| = nyn,...n,.
Burada fark etmemiz gereken bir bakis agisi var soOyleki: mevzu bahis deney bir tek deney ve

| 8| = nyn,...n, tane sonucu var ancak bu deneyin her bir sonucunun r adimda tamamianiyor.

Ornek: Yeni bir sehre tasinan bir ailenin obstetrician (kadin dogum uzmani) ve pediatrician (cocuk) doktoru
secip kayit olmalari gerekmektedir. Ulasimi kolay olan iki tane medikal klinik var ve her birinde 2 kadin
dodum uzmani ve 3 ¢ocuk doktoru bulunmakta. Aile doktorlari ayni klinikten secerlerse sahip olduklar saglik

sigortasindan indirim kazanabilmektedirler. Bunu kag farli sekilde yapabilirler?

|81 =2)2)3) =12

Klinik 1

Ev

Klinik 2

Sonugclan ¢ adimda elde etmek
25



Ornek: 7 elemanl bir tanim kiimesine sahip ve sadece 1 ve 0 degerlerini alan kag tane noktada tanimli kag

tane fonksiyon vardir?

Permiitasyon

Permitasyon kelimesi dilimize Ingilizceden permutation kelimesinden gecmistir. Koken olarak permutation
kelimesi ise permute (siralamak, siraya koymak) fiilinin isimlesmis halidir. Dolayisiyla permitasyon
dedigimizde siralama oldugunu distinmek isleri daha kolay bir hale getirmektedir.

Tanim: 0 < k < n negatif olmayan tam sayilari igin, n elemanh bir kiimenin k elemanli permitasyonlarinin
(siral k-altkimeleri) sayisi P(n, k) ile gosterilir.

“n elemanli bir kimenin permutasyonlari ~ ifadesi, n elemanh bir kiimenin elemanlarinin tamaminin

siralanmasina karsilik gelir. Bu durumda;

P(n,n) = (1. pozisyon) (2. pozisyon) (3. pozisyon)...((n-2). pozisyon) ((n-1). pozisyon) (n. pozisyon)
=m) (n-1) (n-2)...3) 2) (1)

=n!

P(n,k) = (1. pozisyon) (2. pozisyon) (3. pozisyon)...((k-3). pozisyon) ((k-2). pozisyon) (k. pozisyon)
(m)(n—=1)(n—=2)...((k =2)) (k= 1)) (n = (k = 1))

P(n,0) =

Ornek: Olasilik ve istatistik dersinden 6 erkek ve 4 bayan égrenci sinava girmistir ve ayni notu alan iki
ogrenci yoktur. Eger 6grenciler aldiklari notlara gére siralanancaklarsa,

a. Kag farkli siralama mevcuttur?
b. Erkekler ve bayanlar sadece kendi aralarinda siralanmiglarsa kag farkli siralama mevcuttur?

Ornek: Birbirlerinden farkli 4 Matematik, 2 Kimya, 3 Fizik ve 1 biyoloji kitabini bir égrenci yanyana
siralayacaktir.

a. Kag farkli siralama vardir?

b. Her tir yanyana olmak tzere kag farkli siralama vardir?
c. Eger ayni tur kitaplar 6zdes (birbirinden ayirt edilemez) iseler kag farli siralama var?
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Tekrarl Kiimelerin Permiitasyonlari

Negatif olmayan tamsayilarin toplami ny+n,+...+n,=n olmak uzere, kabul edelimki

A = {ma,,nya,,...,n.a,} kimesi her i = 1,2,...,r icin n; tane a; elemanindan olussun. Bu durumda &

kimesinin permutasyonlarinin sayisi agsagidaki gibidir:
n!
P(n;n;,n,,...,n,)= —
m'nyl...n,!

Ornek: 10 kisinin katiimiyla gergeklestirilen bir satrang turnuvasina 3 Amerikali, 2 ingiliz, 4 Rus ve 1 Tiirk
katilmistir. Turnuva sonug listesinde kigiler degil uluslar énemli kriteri goéz 6nuine alinirsa, kag farkli sonug
listesi olur?

Kombinasyonlar

Bazen n tanen nesnenin yada kiginin kag farkl sekilde siralanacaginda ziyade, bu n tane nesneden yada

kisiden k tanesinin kag farkli sekilde segilebilecegine ilgi duyariz. Burda tabikide 0 < & < n olmalidir.

Bu bakis agisi aslinda bize gokta uzak degil. Kiimeler teorisinde n elemanh bir kimenin k elemanl alt
kiimelerini listelerkende ayni seyi yani se¢imi yapmistik. Bu segme isleminin sonuglarina artik daha genel bir
anlam yiiklemek igin 7°nin k elemanli altkiimeleri demek yerine n'nin k'li kombinasyonlari diyecegiz ve

asagidaki notasyonla bu kombinasyonlarin sayisini ifade edecegiz:

=] k!

(n) n! _nn=1D..(n—-(k-1)
k

Burada esitligin en sag tarafindaki bolumun elemanlari neyi ifade ediyor?

n n n
<0> = < > =1 ve her k <0 yada k > n igin, <k> = 0. Bu ifadeler neyi temsil ediyor séyleyebilir
n

misin?

Ornek: 20 kisilik siniftan 3 kisi segilecektir. Bu kisileri nasil segeriz?

n n
Kural: =
(0)=(.")

Ornek: 5 bayan ve 7 erkek arasindan 2 bayan ve 3 erkek olusan 5 kisilik bir komite kag farkli sekilde

olusturulabilir?
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Ornek: n tane cihazdan m tanesi bozuktur. Bozuk ve saglam cihazlar kendi iglerinde dzdestirler. Arka

arkaya iki bozuk cihaz gelemeyecek sekilde n tane cihazi kag farkli sekilde siralayabiliriz?

m tane bozuk cihaz olduguna gére n — m tanede saglam cihaz vardir. iki tane bozuk cihaz yan yana
gelmesin diye aralarina muhakkak bir saglam cihaz konmalidir. Bu sebeble ilkin saglamlar siralariz,
sonrada saglam cihazlarin olusturdu bosluklarada bozuklari koyabiliriz. Yani

S| S .S

n—m

m tane bozuk cihazi yerlegtirmek igin n — m + 1 pozisyondan m tanesi segmeliyiz. Dolayisiyla, bu siralama

n—m+1
islemini < > farkh sekilde yapariz. (Burada bozuklar ve saglamlar kendi i¢lerinde siralanmazlar.)
m

Kombinasyonlarla ilgili icerme digsarma bagintilarindan esinlenerek ¢ok sayida formul yada kural turetilebilir.
Ornek teskil etmesi igin bunlardan sadece bir tanesini agagidaki teoremde tecriibe edebilirsiniz.

n n-—1 n-—1
Teorem: 1 < k < n olmak lizere = + .
k k—1 k

ispat: n tane nesne igerisinden bir tanesini belirgin kilalim, ve n elemanli bir kiimenin bu elemani bulunduran

ve bulundurmayan k elemanli alt kiimelerini sayalim.

o (1
Binom Teoremi: (x + y)" = Z <k>xky”_k
k=0

ispat:
x +y)"=x+y)(x +y)...(x +y) carpma iglemi gerceklestirildiginde ¢arpim kag elemandan olusur?

Ornek: n elemanli bir kiimenin 2" tane altkiimesi vardir. Neden?
Burada iki farkli argiimanla kolaylikla ispat yapilabilir.

1. Binom teoremi kullanarak: alt kimelerini teker teker sayariz.
2. Kombinatoriyel: Evet yada Hayir.
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Multinomial (Cok terimli) Teoremi:

n
X+ ... +x) = Z xMxl2 L xk
172 k
_ ny,Ny, ..., Ny
ni+..tn=n
n =ny; + ...+ n olmak Gzere, n tane nesne kag farkli sekilde sirasiyla herbiri n,, .. ., n; tane elemandan

olugan k tane gruba boliinebilir?

n <n><n—n1> n-—n;—n, n—n;—...—m_, n!
ny,Ny, ..., N ny ny ns ny I’ll'}’lk'

Not: Kendimizi her soruda ya permutasyon yada kombinasyon kullanacagim diye sartlarsak, sayma islemini
yaparken zorlanabiliriz. Pratik distinmek i¢in asagidaki bakis acilarina miracat edebiliriz:

* Neyi saylyorum? Saymak istedigim nesneler, kisiler, yada sistem neye benziyor?

% Saymak istedigim sonuglar yada nesneler tek bir asamada mi yoksa birden fazla asamadami ortaya
cikiyor?

> Arzulanan sonuglarin sayisini bulmak igin hangisini saymak daha kolay: istenen sonuglari mi istenmeyen
sonuglart mi?

Ornek: Belirli bir playlist 10 tanesi Beatles sarkisi olmak iizere 100 adet sarkidan olusuyor. Karigik ¢alma

dzelligi ile playlist kullaniimaya baslansin. ilk Beatles sarkisinin altinci  sarkiya kadar ¢alinmis olma ihtimali
nedir?

Odak noktamiz playlist teki 5. sarkinin ilk Beatles sarkisi olmasi. Yani ilk dort sarki Beatles a ait degil.

Deney: 100 sarki igerisinden 5 tanesi secip calmak. = |&| = 100-99 - 98 - 97 - 96
Olay: Calinan ilk 5. sarkidan sadece birinin Beatles sarkisi olmasi. = || =90-89-88-87 - 10

|| 90-89-88-87-10
IS 100-99-98-97-96

Bu durumda istenen olasilik P(&f) = = 0,0679 olur.

Bu soruda ele aldigimiz problem akademik bir galismanin pargasidir “Does Your iPod Really Play
Favorites?” (The Amer. Statistician, 2009: 263—268).

Peki alternatif bir yaklagimla bu soruya farkli bir ¢6ziim sunulabilir mi?
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Sarkilarin ne olduguna degildi pozisyonlarina odaklanalim. Aradigimiz durum tam olarak su:

* ok ok kB k ok ok k

ilk 5 sarki son 95 sarki

95
| o | < 9 ) geriye kalan 95 sarkidan 9 unun Beatles olmasi
P(d) = = =
| S| (100> 100 sarkidan 10 un Beatles olmasi
10

Odev: ilk sarkida yada ilk iki sarkida yada ilk Gi¢ sarkida ilk Beatles sarkisini dinleme ihtimali nedir?
Ornek: Bir tniversite deposuna 10 tanesi lazer, ve 15 taneside kartuslu olmak (izere 25 tane yazici teslim

edilmistir. Eger bu yazicilardan 6 tanesi bir teknisyen tarafindan kontrol edilmek igin rasgele secilirse, 3

tanesinin lazer yazici olma ihtimali nedir?

15\(10\ 151 10!
3N\3) 3n20 3

25 25!
6 6!19!

= .3083

PBL3K) =+

ALISTIRMALAR

1. Bir kisinin 8 arkadasi var ve yapacadi partiye bunlardan 5 tanesini c¢agiracak olsun. Asagidaki
durumlarda bir davet listesinin hazirlanma ihtimali nedir?
a. Bunlardan iki tanesi kis ve partiye birlikte gelemiyorlarsa
b. Bunlardan ikisi ancak birlikte davet edilirse gelebiliyorlar.

2. 2006 yili itibariyle, tahminen 50 milyon tane .com web sitesi domain adi alinmistir (6rnegin, yahoo.com).

a. Sadece iki harften olusan ka¢ tane domain adi vardir? (Bayuk kiglk harf duyarliligr yok)

b. Harfler ve rakamlardan olusan 2 karakterli kagtan domain adi vardir?

c. 2006 Nisan ayi itibariyle, 97786 tane 4 karakterli domain adi henlz kullanima alinmamistir.
Secilen 4 karakterli bir domain adinin daha énceden kullanima alinmis olma olasilhigi nedir?

S - Kamera P(S)=1

A - Kamera + Hafiza Kart P(A)=0,6

B - Kamera + Yedek Batarya P(B)=04
ANB Kamera + Hafiza Karti +Yedek Batarya P(ANnB)=0,3

3. Bir arkadasim en iyi sodayi belirlemek i¢in beni evine davet etti ve farkli firmalara ait 8 sise visneli, 10 sise

portakalli ve 12 sise limonlu soda alip bana ikram etmek igin hazirladi.
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a. ikram etme sirasi dnemli olmak (zere 3 sise vigneli sodayi ikram etmenin kag farkl yolu vardir?
b. 30 sise sodadan 6 tanesi kag farli sekilde segilebilir?

c. 6 tane soda rasgele segcildiginde herbir tirden 2 ser tane secilmis olma ihtimali nedir?

d. 6 tane soda rasgele secilirse, hepsinin ayni tirden secilmis olma ihtimali nedir?

4. Meshur bestekar Beethoven 9 tane senfoni, 5 tane piyano kongertosu ve 32 tanede piyano sonati
bestelemistir.

a. ik olarak senfoni ve sonra piyano kongertosu ¢almanin kag farkli yolu vardir?

b. Bir radyo istasyonu her aksam sirasiyla ard arda Beethoven senfonisi, sonra piyano kongertosu,
ve sonrada piyano sonati ¢almak istiyor. Ayni mizik listesi ¢calinmadan 6nce bu program kag yil devam
eder?

5. Bir Uretim bandinda gunduz vardiyasinda 10 is¢i, ikinci vardiyada 8 isci ve gece vardiyasinda da 6 isci
cahistiriliyor. Bir kalite kontrol danismani rasgele 5 isciyi segip miilakat yapiyor. isgilerin secilme ihtimallerinin
esit oldugunu varsayalim.

a. Segilen 5 is¢ininde gindiz vardiyasindan olma ihtimali nedir?

b. Secilen 5 ig¢ininde ayni vardiyadan olma ihtimali nedir?

c. Segilen 5 is¢inin en az iki farkli vardiyadan olma ihtimali nedir?

d. Segilen 5 isginin en az bir vardiyayi temsil etmeme ihtimali nedir?
6. Belirli bir bankaya ait bankamatik kartinin PIN numarasi 0,1,2,...,9 rakamlarinin kullanildigi 4 haneden
olusmaktadir.

a. Kag farkli PIN olusturulabilir? (Hi¢ bir kisittama yada kural yokken)

b. Banka olusturulabilecek PIN numaralarinin giivenli olmasi igin asagidaki kisittamalari belirlemistir:
(i) 4 hanenin hepsi ayni rakam olamaz (3333), (ii) ardisik olarak artan yada azalan rakamlardan olusan
kombinasyon PIN olamaz (3456-yada-8#65), (iii) 19 la baslayan sayilar PIN olmaz (dogum tarihlerinin 6niine
gecmek icin). Rasgele olusturulan bir PIN numarasinin banka tarafindan kabul edilme ihtimali nedir?

c. Bir hirsiz bu bankaya ait bir bankamatik kartini ¢galmis ve PIN numarasinin ilk ve son hanesinin 8
ve 1 oldugunu (yani 8 __ 1) biliyor olsun. Ayrica banka Gg¢ hatali PIN girisinden sonra karti bloke ediyor
olsun. Hirsizin hesaba ulagma ihtimali nedir?

d. (c) deki soruyu PINin1_ 1 olmasi durumu igin tekrar ele alin.

Dostca bir uyan !

Sayma kabiliyetinizin artmasi ve yeterince tecriibe sahibi olmaniz igin, buradaki sorulardan gok daha
fazlasini gozmeniz gerekmektedir.
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2.4 Kosullu Olasilik

Cesitli olaylarin olasiliklari deneyin yapildidi kosullarla ilgili bildiklerimize baglidir. Deneyin sonucunun bir
kismi hakkinda sahip oldugumuz bilgi sonucun tamami hakkindaki kanaatimizi etkileyebilir. Bir A olayi igin bir
P(A) olasiligi atadigimizda bu olasiliga kosulsuz yada diz olasilik diyebiliriz. Ancak bir B olayinin
gercgeklestigi biliniyorken A niin gergeklesme ihtimaline ise kosullu olasilik diyecegiz. Bu kosul altinda A

olayina atanan olasilik degerini P(A | B) ile gbsterecegiz ve_B_biliniyorken A niin gergeklesme ihtimali diye

okuyacagiz.

Ornek: Bir fabrikada A ve A’ ile tanimlanan iki adet (retim bandi vardir. A bandi daha eski ekipmanlardan
olustugundan digerine gore daha yavas calismakta ve daha fazla hata vermektedir. Gln(in birinde A bandi 8
adet Urlin Uretiyor ve bu riinlerden 2 tanesinin hatali (B) ve 6 tanesinin hatasiz (B’) oldugu tespit ediliyor.

Ayni giin A’ bandi ise 1 hatali 10 hatasiz Uriin Uretiyor. Ayni glin satis midiir( rasgele bir Griin segiyor,

a. Bu Uriniin A bandinda Uretilmis olma ihtimali nedir?

b. Secilen Grliniin arizal oldugu anlasilmistir. Bu durumda Uriniin A bandinda Uretilmis olmasi

ihtimali nedir?

B B’ by 1AL _ 8 _
()= == =044
A 2 6 5]
A’ 1 9 2
PANB 2
P(A|B)=(PTU)ZIS_SZg
i

Tanim: Bir deneye ait P(B) > 0 olacak sekilde iki A ve B olaylar verildiginde B kosulu altinda A niin
P(ANB)

gergeklesme ihtimali P(A | B) = —————— olarak tanimlanir.

P(B)
Ornek: Belirli bi model kamerayi alan miisterilerin %60 | kamerayla birlikte hafiza kartini, %40 kamera ile
birlikte yedek batarya ve %30 u her ikisinide aliyor. Rasgele secilen bir musterinin yedek batarya aldigi

biliniyorken kamera ige birlikte hafiza kartida almis olma olasiligi nedir?

Ornek: Bir derginin sanat (A), kitap (B), ve sinema (C) adinda (¢ kdsesi vardir. Rasgele segilen bir dergi
ouyucusunun
o k um a

P(A|B) = = = 75 p(B|A):(P(—A)):E:

P(B) 40 50 aliskanhigina ait
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olasiliklar asagidaki tabloda verilmektedir:

A B C ANB ANC BNC ANBNC
14 23 37 .08 .09 A3 .05

Bu dogrultuda asagida istenilen olasiliklari hesaplayalim.
¢ Kitap késesini okudugu biliniyorken sanat késesinide okuyor olma olasihgi nedir?

¢ Diger iki kdsenin en az birini okudugu biliniyorken, sanat késesinide okuyor olma olasilidi nedir?

¢ Okuyucunun en az bir kése okudugu biliniyorken sanat kdsesinide okuyor olma olasiligi nedir?

¢ Sinema kosesini okudugu biliniyorken, diger iki kdseden en az birini daha okuyor olma ihtimali nedir?

Carpim Kural
P(AnB)=P(A|B)P(B)
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Ornek: Dért kisi kan bagiginda bulunmaya karar vermisler ancak higbiri kan grubunu bilmiyor. Kan
bankasinin ise sadece O+ kan grubuna ihtiyaci var ve aslinda bu doért kisiden sadece bir tanesi bu kan
grubuna sahip olsun.Olasi bagiscilar rasgele bir sekilde segcilip isimleri bir listeye yazildiginda, listeye en az
Ug kisinin isminin yazilmis olma olasiligi nedir? Tam olarak Gg¢lincii bagis¢inin O+ kan grubuna sahip olmasi
ihtimali nedir?

Ornek: Bir elektronik magazasi (g farkli marka mikser satiyor. Satislarinin %50 si M, marka (en ucuzu),

%30 u M, marka ve %20 side M; marka. Her markanin 1 yillik garanti suresi vardir. M;, M, ve M; marka

mikserlerin sirasiyla %25, %20 ve %10 u garantiye gonderilmektedir.

a. Rasgele segilen bir kisinin garantiye gidecek M, marka bir mikser almis olma ihtimali nedir?
b. Rasgele secilen bir kiginin garantiye gidecek bir mikser almis olma ihtimali nedir?
c. Rasgele secilen bir kisinin aldigi mikseri garantiye géndermek icin magdazaya gittiginde mikserin

Ml- (i=1,2,3) marka olma ihtimali nedir?
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Bayes Teoremi

Su asamaya kadar farkl olasilik notasyonlari gérdik.

« P(M;) : Basit olasilik

« P(M;|B) : Kosullu olasilik

« P(B|M,) : Sonug olasiligi (posterior probability)

Basit olasiliklarin ve kosullu olasiliklarin kullanilarak sonug olasiliginin belirlenmesi olasilik teorisinde énemli
bir yere sahiptir.

Total Olasilik Kanunu

Kabul edelimki A, ..., A, olaylari ikiser ikiser ayrik ve & = A; U ... U A, olsun. Bu durumda herhangi bir

B olayi igin,

k
P(B) = P(BIADP(A) + ...+ P(B|AYP(A) = )" P(BIA)P(A).
i=1

Bayes™ Teoremi

Kabul edelimki A,, ..., A; olaylari ikiser ikiser ayrik ve & = A; U ... U A, olsun. Bu durumda P(B) > 0

olacak sekilde herhangi bir B olayi igin, B nin gergeklestigi biliniyorken A]- nin gerceklesmis olma ihtimali

P(A;nB)  P(BIA)P(A)
P(B) Y P(BIA)PA)

P(A;|B) =

olur.
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Ornek: Bir kiginin 3 farkll email hesabi var ve emaillerinin %70 i E,’ e, %20 si E, ye ve %10 u E; e

gelmektedir. £, E, ve E; gelen emaillerin sirasiyla %1, %2 ve %5 i spamdir.

a. Rasgele segilen bir mesajin spam olma ihtimali nedir?

b. Rasgele segilen bir mesajin %20 ihtimalle spam oldugu biliniyorken bu mesajin E, ye gelmis olma
ihtimali nedir?
B ={spam mesajlar}

P(B) = P(B|E\)(E)) + P(B|E,)(E,) + P(B| E3)(E;)
(a) = (0,01)(0,7) + (0,02)(0,2) + (0,05)(0,1)
= 0,016

P(E,NB) _ P(B|E)P(E,) _ (0,02)(0,2)
PB)  P(B) 02

(b) P(E,|B) = = 0,02

Ornek: Sadece 1000 yetiskinden 1 inde gériilen nadir bir hastalik igin bir tiir teshis testi gelistirilmistir. Bir kisi
gercekten hastayken bu test %99 ihtimalle + (pozitif) teghis ve hasta degilkende %2 ihtimalle + (pozitif)
teshis koyuyor. Rasgele bir kisi segilip test uygulandiginda + (pozitif) teshis konuluyorsa, bu kisinin
gercekten hasta olma ihtimali kagtir?

H ={Hasta} H' = {Hasta Degil} olmak Uzere verilen olasilik degerlerini ve soruda istenen olasiligi

notasyonel olarak yazalim.

P(+1|H)=0,99 P(+|H)=0,02 P(H) = 0,001 P(H") = 0,999 iken
PH|+)=7
Beden Dlz Baskili Cizgili Beden Dlz Baskili Cizgili
S 0,04 0,02 0,05 S 0,03 0,02 0,03
M 0,08 0,07 0,12 M 0,1 0,05 0,07
L 0,03 0,07 0,08 L 0,04 0,02 0,08
Kisa Kollu Tshirtler Uzun Kollu Tshirtler
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b )= LU0
_ P(+|H)PH)
- P(+)
~ P(+|H)P(H)
"~ P(+|H)P(H)+P(+ |H)PH)
_ (0,001)(0,99)
~(0,99)(0,001) + (0,02)(0,999)
~0,00099
~0,02097

= 0,04721
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ALISTIRMALAR

1. Belirli bir Glkenin populasyonu ug¢ etnik gruptan olusmaktadir. Bu llkedeki bireylerin herbiri O, A, B ve AB
kan gruplarindan birine sahiptir. Asagidaki tabloda populasyonun etnik gruplara ve kan gruplarina gore

oransal dagilimi verilmektedir

Kan Grubu
_ (0} A B AB
©
o
5 1 082 106 .008 .004
~ 2 135 141 018 .006
5 3 215 .200 065 .020

Bu Ulkede, rasgele bir kisinin segilmesi deneyinde A = {A kan grubuna sahip olmak}

B ={B kan grubuna sahip olmak}ve C = {3. etnik gruba ait olmak} olaylari verilsin.

a. A, B ve C olaylarinin olasiliklarini bulunuz.

b. P(A|C) ve P(C|A) olasiliklarini hesaplayiniz. Ayrica bu olasiliklarin neyi ifade ettiginiz
sdyleyiniz.

c. Segilen kisinin kan grubunun B olmadidi biliniyorsa, bu kisinin 1. etnik gruptan olmasi olasiligini

bulunuz?

2. Bir magazada S, M ve L bedenlerinde kisa ve uzun kollu olmak {izere diiz renkli, baskili ve gizgili tshirtler

satiimaktadir. Asagidaki tablolarda bu tshirtlerin satiglarina ait oranlari gésteren tablolar veriliyor

Siradaki satilacak tshirtiin baskili uzun kollu M beden olma ihtimali nedir?

Siradaki satilacak tshirtiin baskili M beden olma ihtimali nedir?

Siradaki satilacak tshirtiin uzun kollu olma ihtimali nedir?

Siradaki satilacak tshirtlin kisa kollu olma ihtimali nedir?

Siradaki satilacak tshirtin M beden olma ihtimali nedir?

Siradaki satilacak tshirtiin baskili olma ihtimali nedir?

Siradaki satilacak tshirtiin diiz uzun kollu oldugu biliniyorken M beden olma ihtimali nedir?

@ o o0 T o
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h. Siradaki satilacak tshirtiin diiz M beden oldugu biliniyorken uzun kollu olma ihtimali nedir?

3. Bir tahliye sistemi iki tane 6zdes pompadan olugsmaktadir, p1 ve p2. Eger pompalardan sadece biri
bozulursa sistem calismaya devam etmektedir. Ancak bdylesi bir durumda biriken atiklardan dolay diger
pompanin bozulma ihtimali ilk duruma goére artmaktadir. Yani,

P(p, bozuk|p, bozuk) > P(p, bozuk).
Eger Uretilen pompa sistemlerinin sadece %7 si 6mri boyunca en az bir pompada ariza ¢ikariyor ve %1 i her
iki pompadada ariza ¢ikariyorsa, alinan bir pompa sisteminin émir siresinde p; pompasinin bozulma

ihtimali nedir?

4. Bir deney icin verilen A, B, ve C olaylari igin asagidaki ifadeyi ispatlayiniz:
P(C)>0=>PAUB|C)=PA|C)+PB|C)+PANB|C).

5. Belirli bir magazadan buzdolabi alan miisteriler igin, P(A)=.75 PMB|A)=9 PB|A)=38
A={Buz dolabi Turkiyede uretilmistir}, B={Buzluk var} P(C|A NB) =238 P(C|A NB)=.6

ve C={ek garanti alinmis} olaylari tanimlaniyor ve bu
{ek garanti alinmis} olaylar y P(C|A’NB)=.7 P(C|A'NB)=23
olaylar i¢in yandaki olasiliklar veriliyor.

a. Mausterinin karar asamalarini gdsteren bir agag¢ diagrami giziniz.
b. P(A N BN C) olasihgi neyi ifade ediyor sdyleyiniz ve yaziniz.
c. PBNnC)="?

d P(C)=?

e. P(A|B n C) olasiligi neyi ifade ediyor s6yleyiniz ve hesaplayiniz.

6. Bir Uretim bandindaki drlnlerin %3 U kusurlu ¢ikmaktadir. Bir Grintn kusurlu olup olmadigini séyleyen bir
test hatali bir Grine uygulandiginda %90 ihtimalle Grinin hatali oldugunu ve sagdlam bir Grlne
uygulandiginda ise %20 ihtimalle hatali oldugunu sdyliyor. Bir kutuda 3 tane Urin var ve test Gg¢lninde
saglam oldugunu séyliyor. Bu g Uriiniinde gergekten saglam olma ihtimali nedir?
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2.5 Bagimsiz Olaylar

Kosullu olasilik kavramiyla birlikte P(A) olasiligina yeni bir anlam yiiklemis olduk: A dan farkli bir B olayinin
gergeklesmis oldugu biliniyorken A olayinin yeni olasiigint P(A|B) olarak hesapladik. Simdiye kadar

¢6zmis oldugumuz 6rnek sorularda Aolayina ait P(A|B) olasiiginin P(A) olasiigindan farkli oldugunu

gorduk. Peki bu farkllik ortaya ¢gikmazsa, yani her ikiside esit olursa ne olur?

A ve B olaylari bagimsizdir <! P(A|B) = P(A) &2 P(B|A) = P(B).

Tanim: Ayni deneye ait A ve B olaylarindan birinin gergeklesmesi digerinin gergeklesmesini etkilemiyorsa bu
iki olaya bagimsizdir deriz. Yani

Bagimsiz olaylarin tanimi simetrik degilmis gibi gortinebilir ancak kosullu olasilik ve ¢arpim kural kullanacak
olursak,

P(BNA) P(ANB) P(A|B)P(B)

P(B|A) =
P(A) P(A) P(A)

Esitligin sag tarafi P(B) ancak ve ancak tanimdaki 1 numarali 6nerme dogruysa.gergeklesiyorsa.

Dolayisiyla (1) varsa kesinlikle (2) de vardir.

Ayrica A ve B olaylari bagimsiz olaylarsa A’ ile B, A ile B’ ve A’ ile B’ ikililerinin herbiride bagimsizdirlar.

Odev: Yukaridaki bagimsizliklari ispatlayiniz.

Ornek: Bir gaz istasyonunda 1 den 6 ya kadar numaralandiriimis alti adet pompa var olsun. Heri = 1,...,6
icin, E; i. pompanin kullanimda oldugunu tasvir eden basit olay olsun. P(E|) = P(E;) = 0,1;
P(E,) = P(Es) =0,15; P(E;) =P(E;) =0,25 olmak lzere. A={24,6} , B={123} ve
C = {2,3,4,5} olaylarinin ikiser ikiser bagimsizliklarini test ediniz.

(A,B), (A,C) ve (B,C) ikililerinin bagimsizliklarini test etmek yeterli olacaktir.

P(ANB) _ 0,15

P(A) =0,5 iken P(A|B) = P(B)  (0,1)+(0,15) +(0,25)

= 0,3 oldugundan A ve B olaylar
bagimhdir. Peki P(B) yi hesaplarken paydada neden toplama iglemi yaptik? Diger ikisinide siz yapiniz.
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Ornek: P(A) > 0 olmak iizere A ve B olaylari ayrik iki olay olsun. Mesela, rasgele bir arabanin segilmesi
deneyinde A = {4 silindirli bir motorun olmasi} ve B = {6 silindirli bir motorun olmasi } olsun. Bu iki olay

ayrik olaylardir c¢lnku ortak bir elemanlari yoktur. Ayrica B nin gerceklesmesi durumunda A nidn

gerceklesmeyecedini bildigimiz icin (yani birbirini etkiliyorlar) bagimsiz degildirler.

NOT: Ayrik olaylar bagimsiz degillerdir.

Teorem:
A ve B olaylari bagimsizdir <& P(A N B) = P(A)P(B).

Ornek: Belirli bir firmaya ait mal kabul birimine, hafta igi her giin 1 numarali tedarikgiden siparigler
gelmekteyken haftada iki sefer olcak sekilde 2 numaral tedarikgiden siparigler gelmektedir. 1 numaral
tedarikginin her teslimati %80 ihtimalle, 2 numaral tedarikginin her teslimati %90 ihtimalle kontrolleri gegcip
kabul edilmektedir. Rasgele segilen bir giinde her iki teslimatinda kontrolleri gecip kabul edilme ihtimali

nedir?

P(X =x) 0,8 0,2

Bu soruda bizden istenen secilen ginde iki teslimatin yapiimis olmasi ve ikisininde kabul edilmis olmasi
ihtimalidiri. Yukaridaki agac¢ diagraminda kirmizi renkli yol bunu gdstermekte. ilk olarak agacin dallarina

olasiliklarini yazalim.
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1 numaral tedarik¢i sadece hafta ici teslimat yaptigindan, 5 giniin sadece 2 sinde iki teslimat
alinabilir. Bu durumda iki teslimat alinabilme ihtimali 2/5 olur. Soruda istenen olasilik
P(@ki kabul) = P(iki teslimat ve iki kabul)
= P(iki kabul|iki teslimat)P(iki teslimat)
= [(0,8)(0,9)1(0,4)
= (0,288

ikiden Fazla Olayin Bagimsizligi

Ay, ..., A, olaylar ikiser ikiser bagimsizdir denir eger her k = 2,3,....,n ve iy, ..., i alt indeks kiimesi igin,

P(Ail Nn...N Aik) = P(Al-l) .. .P(Al-k) oluyorsa.
ALISTIRMALAR

1. Bir Ulkedeki insanlara ait kan gruplarinin dagilim oranlari asagidaki tabloda verilmektedir. Rasgele
secilen iki kisinin kan gruplarinin birbirinden bagimsiz oldugu varsayimi altinda segcilen iki kisininde kan
grubunun O olma ihtimali nedir? Segilen kisilerin kan gruplarinin ayni olma ihtimali nedir?

A B AB O
40 11 .04 45

2. Bir petrol arama sirketinin biri Asyada ve digeri Avrupada olmak Uzere su anda aktif iki projesi varolsun. A
olayl Asyadaki projenin basarili olmasi ve B olayida Avrupadaki projenin basarili olmasi olsun. A ve B olaylari
sirasiyla 0,4 ve 0,7 olasiliklarina sahip iki bagimsiz olay olsun.

a. Eger sirket Asyadaki projesinde basarisiz olduysa, Avrupadaki projesindede basarisiz olma
ihtimali nedir? Neden?

b. iki Projeden en az birinin basarili olma olasiligi nedir?

c. Iki projeden en az birinin bagarili oldugu ilan edildiginde, bagarili projenin Asyadaki proje olma

ihtimali nedir?
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3. Rasgele Degiskenler ve Olasilik Dagilimlan

Yapilan bir deneyin sonuglari ister niteliksel isterse sayisal olsun, istatistiksel analiz metodlari veriye ait belirli

niimerik degerlere odaklanmamizi gerektirir, 6rne@in érneklem orani x /n, ortalama X, oda standart sapma s.
Rasgele degisken kavrami deney sonuglarinin niimerik bir fonksiyonunu elde etmemize yardimci olur. Temel
olarak iki farkh rasgele degisken tirl vardir: kesikli rasgele degisken (krd) ve sirekli rasgele degisken (srd).

Bu kisimda rasgele degisken kavramina ve temel 6zelliklerine odaklanacagiz.

3.1 Rasgele Degiskenler

Bir deneyde gdzlemlenebilen yada olglilebilen ¢ok sayida karakteristik Ozellik varilabilir ama genellikle
deneyi yapan arastirmaci belirli bir nitelie yada drnekleme odaklanir. Ornegin, bir metropoldeki kisilerin ise
gidis gelislerine dair yapilan bir calismada, orneklemdeki her kisiye kat ettikleri mesafe, kullandiklar
vasitadaki insan sayisi sorulabilirken 1Q, gelir, aile blyUkligu ve baska karakteristik 6zellikler sorulmayabilir.
Alternatif olarak, bir arastirmaci bir makinenin bilesenlerini olusturan parcalari test eder ve 1000 sat

icerisinde makinenin ka¢ kez bozuldugunu kayit ederken bireysel arizalar kayit etmez.

Genel olarak, bir deneyin her bir sonucu bir sayiyla belirli bir kurala gore eslestirilebilir. Boylesi bir eslesmede
kullanilan kurala rasgele degisken (rd) denir. Bu tanimda degisken kelimesini kullanmamizin sebebi farkli
ndmerik degerlerin s6z konusu olabilmesinden ve rasgele kelimesini kullanmamizin sebebi ise atanan
nimerik degerin deneyin olasi sonuglarina bagl olabilmesinden dolayidir.

Matematiksel olarak rasgele degisken, tanim kimesi 6rnek uzay & olan nimerik degerler alan bir

fonksiyondur ve X ve Y gibi biyiik harflerle gésterilir. Ornegin,

X(w) = x ifadesi, X rasgele degiskeninin 6rnek uzaydaki @ sonucunu x reel sayisi ile eslestirdigi anlamina

gelir.

Ornek: Bir Giniversitede, égrenci islerini arayan bir grencinin kisa siirede birisiyle konusmasi basari (B) yada
beklemeye alinmasi basarisizlik olup (F) iki sonug ortaya koysun. Bu deneyin érnek uzayr S = {B, F'}. Bu
ornek uzay Uzerinde bir rasgele degisken X : {B,F} — {0,1} o6yleki X(B) =1 ve X(F) = 0 seklinde

tanimlanabilir.

Ornek: Belirli bir alan koduna sahip numaralarin aranmasi deneyini ele alalim. Aranan numaralarla ilgili

asagidaki rasgele degisken tanimlanabilir:

% { 1, aranan numara tanimli

O, aranan numara tanimsiz .
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Tanim: Bir rasgele degisken sadece 0 ve 1 degerlerini aliyorsa Bernoulli rasgele degiskeni olarak
adlandirilir. Yukarida érneklerini goérduk.

Ornek: 6 sar tane pompa bulunduran iki akaryakit istasyonunda kullanilan pompalarin sayisi deneyi deneyi
icin asagidaki rd ler tanimlanabilir:

» X : iki istasyonda kullaniimakta olan toplam pompa sayisi
» Y :iki istasyonda kullaniimakta olan pompa sayilarinin farki

» Z : iki istasyonda kullanilan pompalarin maksimum sayisi

Bu deneyin 6rnek uzayini S = {(i, j)|1 <i < j < 6} olarak ifade edebiliriz.
e X: 5§ —{0,1,2,....12} ve X((i,j)) =i+]

e YV:5 —{0,1,2,34,5,6} ve Y((i,j)) =i —J|

« 7:85—1{0,12,3,4,5,6} ve Z((i,j)) = maks{i, j}

Ornek: 9 voltluk bataryalarin kabul edilebilir bir voltaj degeri elde edilene kadar test edilmesi deneyi icin
ornek uzay S = {B,bB,bbB,bbbB, ...} olur (B basari b basarisizlik). X rasgele degiskeni deney
tamamlanincaya kadar test edilen batarya sayisi olsun. Bu durumda X in alacadi degerler 1,2,3,... seklinde

listelenebilir giinkil X(B) = 1, X(bB) = 2, X(bbB) = 3,...

Tanim: Bir X rasgele degiskenine ayrik rasgele degisken (ard) denir eder X in olasi dederlerinin kiimesi

X 0 1 2

PX=x) 172 1/6 1/3

sonlu yada sayilabilir sonsuzsa. Bir Y rasgele degiskenine siirekli rasgele degisken (srd) denir eger
asagidaki iki kosulda saglaniyorsa:

(i) Olasi degerlerin olusturdugu kiime sayi dogrusu Uzerinde bir aralik yada araliklarin birlesimidir, 6rnegin
Y[S]=(—00,0) yada (2,3) U (5,7] araliklar gibi

(i) Rasgele degiskenin olasi deg@erlerinin hicbiri pozitif bir olasiliga sahip degildir. Yani her ¢ € Y[S] igin
P(Y=c¢c)=0.

Simdiye kadar ele aldigimiz rasgele degiskenlerin tamami birer krd idi.

Ornek: Yerkiire lizerinde rasgele Tiirkiye (izerinde segilen bir yerin rakimi Y rasgele degiskenini tanimlasin.

Y 1 2 4 8 16
P(Y=y) 005 0,1 0,35 0,4 0,1
F(y)

Ornegin segilen yer (39°50'K,98°35'B) ise Y(39°50'K,98°35'B) = 532,87metre. Y[S] = [0, 5166]
PekiP(Y =m) =?
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3.2 Kesikli Rasgele Degiskenler icin Olasilik Dagilimi

Bir X krd nin olasilik dagihmi, P(S) = 1 olasihginin X in aldi§i degerlere dagilimidir. Bu dagilimi yapan
fonksiyona ise X in olasilik kitle fonksiyonu (okf) denir.

Her x € X icin p(x) =P(X =x)=P({w € S : X(w) = x}) seklinde tanimlan p : X[S] — [0,1]
fonksiyonunun bir okf olabilmesi i¢in asagidaki kosullari sagliyor olmasi gerekir:

(i) P(X=x)>0herx € X(&) igin,

i) Y PX=x) =L

xeX(S8)

Ornek: Bir tedarikginin teslim edilemeye hazir 6 kutu {riinii vardir. Kutularla ilgili asagidaki tablo veriliyor:

Kutu 1 2 3 4 5 6
Bozuk Urlin 0 5 0 1 2 0
Sayisi

Bir musteriye teslim edilmek Uzere bir kutu rasgele segiliyor. X segilen kutudaki bozuk Uriin sayisi olsun. Bu

durumda X in alabilecegi degerleri belirleyip olasilik kitle fonksiyonunu yaziniz.

X in alabilecegi degerler 0, 1 ve 2 dir. Esit ihtimalli 6 sonugtan, 3 tanesinde 0, 1 tanesinde 1 ve 2 tanesinde 2

sonucu elde edilir. Bu durumda,

Burada X in olasilik dagihmini tanimladik. Peki gergekten P bir olasilik kitle fonksiyonu mudur?

Ornek: Belirli bir elektronik magazasinda satilacak bir sonraki bilgisayarin laptop yada desktop olmasi
deneyi icin

¥ = 1, eger desktop satilirsa
1 0, egerlabtop satilirsa

Eger o hafta mUsterilerin %20 si bir desktop seciyorsa, X in olasilik dagilhmi asagidaki gibidir.
Bu dagilhima ait dogru grafigi asagidaki gibidir.

p(x)
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Soru: Bu olasilik dagiliminin adini séyleyebilir misiniz?

Ornek: Cal Poly Universitesi istatistik bélimii 6 tane bilgisayardan olusan istatistik bélimi égrencilerine
ayrilmis bir laboratuvara sahiptir. GUnin herhangi bir aninda kullanimda olan bilgisayar sayisi X rasgele

degiskenini tanimlasin. Kabul edelimki X in olasilik dagilhimi asagida verilen tablodaki gibi olsun.

X |0 1 2 3 4 5 6
p(x) | .05 .10 15 25 20 15 .10

a. X ne tir bir rasgele degiskendir?

b. p nin gergekten bir olasilik kitle fonksiyonu olup olmadigini test ediniz.
c. PX<2)="

d P2<X<L5)="?

e. P2<X<5="

Ornek: Potansiyel bes kan bagisi yapacak— a, b, ¢, d ve e— arasinda sadece a ve b O+ kan grubuna
sahiptir. Her bir kisiden birer adet olmak Uzere bes adet kan érnegi tiplinin Ustlne rasgele bir sekilde O+

olan kisi bulunana kadar isim etiketleri yapistiriliyor. Y, O+ kan grubunu belirleyene kadar yapistiriimasi

gereken etiket sayisi olsun. Bu durumda Y nin olasilik yogunluk fonksiyonu,
2
p(l)=P(Y =1)=P(ayadab) = 3= 0,4

p(2) = P(Y =2) = P(ilkolarak ¢, d, e den biri ve sonra a yada b)
= P(ilk olarak ¢, d, e)P( sonrakinin a yada b | ilk olarak ¢, d, e)

3 2
=—-—=03
5 4
p(3) = P(Y = 3) = P(ilk ve ikinci olarak ¢, d, e den biri ve sonra a yada b)
3 2
== —- = =0,2
5 3

3 2 1 2
p@&)=P(Y =4) = P(ilkolarak c,d, e hepsi ve sonra a yada b) = 3 . 2 . 3 . ) = 0,1 olur.

Bu durumda, Y nin olasilik kitle fonksiyonu asagidaki gibi olur.
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Bu fonksiyona ait ¢izgi grafigi ise sagdaki gibidir.

Py 4
54

p(x) 1

- o 4—e
N L -4
o
-

._.
N
W —

Ortalamasi 4 = 4 olan iki farkli olasilik dagilimi

Ornek: Belirli bir bélgede rasgele bir hanenin secilmesi deneyini ele alalim. Bu deney igin X hanedeki kisi

sayis! olsun ve agagidaki tabloda X in olasilik dagilimi verilsin.

x| 2 3 4 5 6 7 8 9 10
p(x) | 140 175 220 260 155 .025 .015 005 .004 .00l

Bu dagihm Taylandin kirsal kesimlerindeki influenza bulagsmasini modelleyen “The Probability of
Containment for Multitype Branching Process Models forEmerging Epidemics” (J. of Applied Probability,
2011: 173-188), calismasindaki hane buyukligu dagilimina ¢ok yakindir.

Kabul edelimki 1000000 hane Uzerinde bu deney yapilsin. Buradaki modeli iki farkli sekilde ele alabiliriz. 1
milyon tane hane vardir ve herbiri kendi X degderine sahiptir yada 1 milyon haneninin herbirini tek basina
distinmek yerine %14 G 1 bir bireyden, %17,5 i 2 bireyden,... ve %0,1 i 10 bireyden olusuyor seklinde

dusunebiliriz.

Olasilik Dagilimlarinin Parametreleri
Olasilik kitle fonksiyonu X in aldigi degerler p(x) olasiliklarina dagitilirken bu dagilim bir tiir degere bagl

olarak degisiyorsa bu degere olasilik kitle fonksiyonun parametresi denir. Parametrenin farkli degerleri igin

elde edilen olasilik dagilimlarinin koleksiyonuna ise olasilik dagiliminin bir ailesi denir.
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Laptop desktop 6rnegindeki Bernoulli dagiliminda olasilik kitle fonksiyonu p(0) = 0,8 ve p(1) = 0,2 olarak
verilmisti. Bu degerlerse X Bernoulli rasgele degiskeninin bir tek dagilimina karsilik gelmektedir. Bunu
genelleyecek olursak,
l—a egerx =0,
PX=x0)=<« egerx =1,
0 dd. (diger bitiin durumlarda)

Burada olasilik kitle fonksiyonun a parametresine bagl oldugunu gértlmektedir ve a nin farkli degerleri icin

Bernoulli dagilimlarinin bir ailesi elde edilir.

Ornek: Belirli bir andan sonra, belirli bir hastanede dogan gocukalarin cinsiyetlerine ilk erkek gocuk
doguncaya kadar bakiyoruz. Kabul edelimki bir erkek ¢ocugun dogma olasihgi p olsun ve bir dogumun bir

baska doguma etkisi olmasin. X rasgele deg@iskeni gdzlemlenen dogumlarin sayisi olarak tanimlansin. Bu

durumda

PX=1)=PE)=p
PX=2)=PKE)=PK)P(E)=(1-p)p
P(X =3)=P(KKE)=PK)P(K)PE)=(-p)p

P(X =x) =

Burada p parametresi 0 < p < 1 olmak zorundadir. Her bir gézlem bagimsiz bir Bernoulli deneyidir, yani
deneyin siyah—beyaz, dogru—yanhs, 0—1 gibi sadece iki ana sonucu vardir. Bu Bernoulli deneyinin
tekrarlari ilk erkek cocugunun dogumuyla birlikte neticelenmektedir. Bu 6rnekte agiklandigi gibi bir Bernoulli
deneyinin ilk basari elde edilinceye kadar tekrarlanmasiyla gergeklestiriien deneye Geometrik Deney denir
ve bu deneyin olasilik dagihmina ise geometrik olasilik dagilimi denir. Bir geometrik dagihmda basarinin

n . denemede elde edilmesi intimali P(X = n) = (1 —p)"_lp olur.

Ornege geri donelim. Erkek gocuk dogma ihtimalini p = 0,51 segmek mantikli olabilir ancak ilk gocuga Rh+

kan testi yapilirsa, p = 0,85 bile olabilmektedir.

Kumulatif Dagilim Fonksiyonu (KDF)

X ayrik rasgele degiskeni icin kiimiilatif dagihm fonksiyonu (kdf) F'(x), X = x e kadarki dagitiimis olan
olasilik miktaridir. Yani F/(x) = P(X < x) = Z P(X =y).

y<x

Ornek: Bir magazada 1GB, 2GB, 4GB, 8GB ve 16 GB hafiza kartlari satilmaktadir. Y r.d alinan bir karttaki
hafiza kapasitesi olsun.
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a. F(2,7)=
b. F(7,999) = F(4)?

c. Y kesikli rasgele degiskeni igin kiimdilatif dagilim fonksiyonunu pargali bir fonksiyon formunda yaziniz.

Herhangi a < b reel sayilari igin, a’, X in a dan kuglk olmak (izere aldigi en blylk deder olmak lizere

Pla <X <b)=F(b)—F(a')olur. Egera,b € Z ise,

Pa<X<bh)=PX=a,X=a+1,..,yadaX =b)
=PX<b)—-PX<a-1)
=Fb)—Fa-1).

Ornek: Belirli bir yilda bilyiik bir sirkette rasgele segilen bir galisanin rapor aldigi giinlerin sayisi X r.d. ile
tanimlansin. Bu sirket maksimum 14 gin rapor almaya izin veriyorsa, X = 0,1,2,...,14 olur. Eger

F(0)=0,58; F(1)=0,72; F(2)=0,76; F(3)=0,81; F(4)=0,88; F(5)=0,94ise

P2 < X <£5)ve P(X = 3) olasiliklarini bulunuz.
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3.3 Beklenen Deger

X in ortalama degeri yada beklenen degeri E(X ), yy yada herhangi bir sekilde karisiklik olmayacaksa

sadece yu ile gosterilir ve E(X) = puy =p = Z xP(X = x) seklinde tanimlanan X aldigi degerlerin
XEX(S)

agirhikli ortalamasidir (agirlik degerlere atanan olasiliktir).

Ornek: Dogumdan hemen sonra, her yeni dogan bebegin renk, kas yapisi, solunumu, nabzi ve reflekslerine
bakilarak 0,1,...,10 olarak puan verilmektedir, bu puanlamaya Apgar puanlamasi denir. Belirli bir hastanede

gelecek yil diinyaya gelecek bebeklerin arasindan rasgele bir bebegdin secilmesi deneyinde X rasgele

degiskeni secilen bebede verilen Apgar puani olsun ve X e ait olasilik kitle fonksiyonu asagidaki sekilde

verilsin.
x | o 1 2 3 4 5 6 71 8 9 10
p | 002 001 002 005 .02 .04 .8 37 25 .2 .0l

Bu durumda X * in beklenen degeri agagidaki gibi hesaplanir.

E(X) = n=0(0.002) + 1(.001) + 2(.002)
+ .-+ + 8(.25) + 9(.12) + 10(.01)
=17.15

Odev: Bernoulli dagihmi ve geometrik dagihm icin beklenen degere ait formiller gelistiriniz.

Bir fonksiyonun beklenen degeri

Ornek: Bir kitapg! belirli bir kitabin 10 kopyasini tanesi 6$ dan alip 12$ dan satacak ve 3 ayin sonunda
satilmayan her bir kitabin tanesini 2$ dan satacak olsun. Bu kitapginin yapacagi bu ticareten elde edecegi
ortalama net kazanci ifade eden formlli yaziniz.

Ornek: Belirli bir ariza testinin maliyeti aracin motorundaki silindir sayisina baglidir. Kabul edelimki X rasgele

degiskeni bu teste tabi tutulacak araglardaki silindir sayilari olsun; 4, 6 ve 8. Kabul edelimki maliyet
fonksiyonu A(X) = 20 + 3X + 0,5X? olsun. Bu durumda maliyet, silindir sayisisi X e bagli yeni bir

fonksiyon, yani rasgele degisken, Y olur.

x | 4 6 8 y | 40 56 76
B
\ 5 3 2 p(y) ]

p(x)

Bu durumda bu testin ortalama maliyetini hesaplayiniz.
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Beklenen degere ait bazi 6zellikleri agagidaki gibi listeleye biliriz:

CEX)= Z xP(X =x) = .E(h(X)) = Z h@)P(X = x) (h X" in bir fonksiyonu)
xeX(S) xeX(S)

e E(aX+b)=aEX)+b (hera,b € R)

e Beklenen deger olasilik dagiliminin agirlik merkezini ifade eder.

Yukaridaki figlirde 4 ortalamali iki farkli olasilik dagilimi igin ne sdylenebilir? Ortalamalari ayni oldudu igin her
ikiside ayni midir?

Tanim: Kabul edelimki X, u ortalamali ve p(x) olasilik kitle fonksiyonuna sahip bir rasgele degisken olsun.

Xinvaryansi V(X), a)% yada sadece o~ ile gésterilir ve asagidaki sekilde hesaplanir:

VX)=0of= ) (x—p? p()=EX-p?.
xeX(S)

X in standart sapmasi ise oy = 4/ Var(X) olarak tanimlanir. Ayrica asagida alternatif bir varyans formiilii

yer almaktadir.

V(X) =0? = {2.\'2 . p(.\‘)} — p? = EX?) — [EX)]?
D

o2 buylduikge olasilik dagihmi i den uzaklasip etrafa yayilirken, o2 kiguldikgede dagihmin ¢ nin etrafinda

yigihp kaldigini goririz.

Ornek: X rasgele degiskeni icin olasi dagilimi asagidaki gibi verilmektedir.
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X in beklenen degerini, varyansini, standart sapmasini bulunuz.

Varyansa ait iki 6zellik agagida veriimektedir. Her a, b € R igin,

(1) Var(aX + b) = a*Var(X) (2) aax+b=\/a2Var(X) = |a| oy,

ALISTIRMALAR

1. Asagida tanimlanan herbir rasgele dediskenin olasi degerlerinin kimesini yaziniz ve kesikli olup
olmadigina karar veriniz.

d. Rasgele segilen standart bir yumurta kutusundaki kirik olmayan yumurtalarin sayisi X olsun.
e. Belirli bir siniftaki 6grencilerden ilk derste yok yazilanlarin sayisi Y olsun.
f. Rasgele segilen bir toprak 6rneginin pH degeri Z olsun.

g. Rasgele segilen bir kisinin boy uzunlugu 7 olsun.

2. Havayolu sirketleri bazen uguslari icin ekstra bilet satarlar. Kabul edelimki 50 koltuklu bir ugak igin 55 bilet

satiimis olsun. Bileti olupta ugus igin hava alanina gelen yolcularin sayisi Y rasgele degiskeni olsun. Y "nin

olasllik kitle fonksiyonu asagidaki tabloda verilmektedir.

y ‘45 46 47 48 49 50 51 52 53 54 55
p(y) ‘ 05 .10 .12 .14 .25 .17 .06 .05 .03 .02 .01

a. Gelen bilet sahibi her yolcunun ugagda binmis olma ihtimali nedir?

b. Bileti olupta hava alanina gelen yolculardan en az birinin ugaga alinmamis olma ihtimali nedir?

c. Eger bekleme listesindeki ilk yolcu sensen (butin biletli yolcular check-in yapildiktan sonra eger ugakta
bos koltuk kalirsa ilk sen bineceksin), ugaga binme ihtimalin nedir? Eger bekleme listesindeki tglincl kigi
isen bu ihtimal nedir?

3. Bir firma sahip oldugu alti adet telefon ile misterilerine hizmet vermektedir. X rasgele degdiskeni belirli bir

anda kullanimda olan telefon hatlarinin sayisi olsun. X “in olasilik kitle fonksiyonu asagidaki gibidir.

X | 0 1 2 3 4 5 6

p(x) ‘.10 A5 20 25 20 .06 .04
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Asagidaki olaylara ait olasilik degerlerini bulunuz.

a. En fazla tg hattin mesgul olma ihtimali

b. Ug hattan daha az hattin mesgul olma ihtimali.
c. En az G¢ hattin mesgul olma ihtimali.

d. En az dort hattin kullanimda olmama ihtimali.

4. Belirli bir firmadan trafik sigortasi alan kisiler arasindan rasgele bir sekilde bir kisi segiliyor. Y rasgele

degiskeni secilen kisinin son 3 vyil igerisindeki aldigi trafik cezalarinin sayisi olsun. Y igin olasilik kitle
fonksiyonu asagidaki gibi veriimektedir.

p) | 60 25 10 .05

a. Y nin beklenen degerini hesaplayiniz.

b. Eger Y kez trafik ihlali yapan bir kisiye $100Y? ceza kesilecek olursa, bu kisinin 6deyecegi ortalama

ceza nedir?
c.Var(Y) =7

d. oy =7

5. Herhangi bir ¢ sabiti igin £(X — ¢) igin bir kural yaziniz. Eger ¢ = u olsaydi sonug ne olurdu?
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3.4 Binom Olasilik Dagilimi

istatistiksel deneylerin pek gogu asagidaki gerek kosullarin tamamini ya da yaklasik olarak tamamini
saglamaktadir:

1. n sayisi deney yapilmadan 6nce belirlenmig olmak Uzere, deney adina deneme diyecegdimiz daha kiguk
bir deneyin n kez tekrar edilmesiyle gergeklesir.

2. Her bir deneme her zaman ayni olan sadece iki sonugtan biri ile neticelenir. Genellikle bu sonuglar basari
(S) ve basarisizlik (F) olarak isimlendirilir ve her seferinde hangi sonucun ortaya ¢ikacagi rasgeledir.

3. Denemeler bagimsizdir. Yani herhangi bir denemenin sonucu asla bir baska denemenin sonucuna etki
etmez.

4. Her bir deneme igin basari olasiligi P(S) = p sabittir ve denmeden denemeye farklilik géstermez.

Tanim: Yukaridaki 2 ve 4 kosullarini saglayan denemelere Bernoulli deneyi denir. Bu kosullarin tamamini
saglayan, yani bagimsiz n tane Bernoulli deneyi tekrari olarak tanimlanan bir deneye Binom deneyi denir.
Ornegin:

¢ n tane arabanin egzoz emisyon testine tutulmasi tabi tutulmasi deneyi,

¢ Bir paranin n atilmasi deneyi,

¢ Bir Uretim bandindan gikan 7 6rinin test edilemesi deneyi,

e 300 sayfalik bir kitabin bir sayfasinda 3 den fazla yazim hatasinin var olmasi o sayfanin dizeltiimesini

gerektirsin ve 3 az hata cikma ihtimali p olsun. Bu durumda bu kitabin dizeltilecek sayfalarinin

belirlenmesi deneyi bir Binom deneyidir.

Bazi deneyler ikiden fazla olasi sonuca sahip deneylerin tekrarindan olusabilir. Bdylesi bir deneye binom
diyebilmek igin denemelerdeki sonuglari basari ve basarisiz olarak ikiye ayirabiliriz.

Ornek: Bir bezelye tohumunun rengi tek bir genetik pozisyonla belirlenir. Bu pozisyondaki ikili eger AA yada
Aa ise tohum sari, eger aa ise tohum yesil renkli olur.

Cross-pollination

Pure breeding
purple flowers \ 4
® N
, / 04’ e @
2
‘e

AA \ Purple flowers ,

© ’. - © 8

Pure breeding ’

white flowers @ @

ﬁ\,/“ \ Phenotype
. ® J

oYel6Y 0]

3:1 purple:white

Genotype
1AA:2Aa:1laa

Parents (P) Parental gametes First generation (F;) Second generation (F,)
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Kabul edelimki 20 adet Aa genotipinde bezelye tohumunu esliyoruz ve bu 10 eslemeden yeni genotip oldu
etmeyi amacliyoruz. Bu tohum ¢aprazlamasinda aa genotipini basari ve diger genotiplerin elde edilmesinide
basarisizlik olarak kabul edersek yapilan deney basari olasihigi 0,25 olan 10 tekrardan olusan bir binom
deneyi olur.

p =P(aa genotipi) = P(a)P(a) =

| =
| =
N

Ornek: Bir jiiri aday! havuzunda 50 kisi vardir ve bu kisilerin 35 tanesi aktif olarak bir iste calisiyor olsun. Bir
mahkemeye jiri segcmek igin rasgele 6 kisi birer birer segiliyor. Segilen i . kisinin isinin olmasini basari ve

olmamasinida basarisizlik olarak tanimlayalim.

35
P(l.denemede S)=— =0,7

50
PQ2.denemede S) = P(SS)+ P(FS)

=PQ2.de S|l.de S)P(S)+ P(2.de S|l.de F)P(F)

34 35 N 35 15

49 50 49 50
35

= — = 0,7
50

Benzer hesaplamalar yapilmaya devam edildiginde i = 0,1,2,3,4,5,6 igin, P(i .denemede S) = 0,7 olur.
Bu durumda sadece bu esitlikten dolayl bu deneye Binom deneyi diyebilir miyiz? Cevabinizi agagidaki iki
olasiliga baktiktan sonra lutfen tekrar degerlendiriniz.

30 35
P(6.denemde S|SSSSS) = e vs P(6.denemde S|FFFFF) = T

Bu iki olasiligin farklihgi, 6 denemeden olusan deneydeki bazi deneme sonuglari bir bagka denemenin
sonucunu etkilemekte oldugunu gdsterir. Yani denemeler bagdimsiz degillerdir ve bu sebeble bu deney bir
Binom dendi degildir.

Binom Rasqele Degiskeni ve Dadilimi

p basari olasilidi ve n tane deneme sayisi ile tanimlanan bir binom deneyinde, X rasgele degiskeni n tanede
denemede elde edilen basarilarin sayisi olsun. X rasgele dediskenine Binom rasgele degiskeni denir ve X

in binom dagilimina sahip oldugu X ~ Bin(n, p) ile gosterilir. X in alabilecedi de@erler 0,1,...,n olur.
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Herx € {0,1,...,n} igin, X in olasilik kitle fonksiyonu agagidaki sekilde tanimlanir:

b(x;n,p) = <Z)px(1 -p)".

Ornek: Rasgele secilen 6 tane kisinin herbirine bir birinden ayirt edilemeyen ama birinin altinda S digerinin
altinda I yazan iki bardak kola veriliyor. Kisilerin bardaklardan birini digerine karsi segme egilimi olmadigini
varsayalim. Bu durumda bir kisinin altinda S yazan kolay! tercih etme ihtimali her kisi igin sabittir ve 1/2 dir.
Eger X rasgele degiskeni 6 kisiden altinda S yazan kolay: tercih edenlerin sayisi olarak tanimlanirsa,

X ~ Bin(n =6, p =0,5)binom dagilimi vardir deriz.
(@) Tam olarak 3 kisinin altinda S yazan kolayi segme ihtimali nedir?

(b) En az 1 kisinin altinda S yazan kolay! tercih etme ihtimali nedir?

Table A.1 Cumulative Binomial Probabilities (cont.) B(x:n,p) = 2 b(y: n, p)
y=0

e.n=25

001 005 010 020 025 030 040 050 060 070 0.75 080 090 095 0.99

0 778 277 072 .004  .001 .000 .000 .000 .000 .000 .000 .000 .000 .000 .000
1 974 642 271 027 .007 .002 .000 .000 .000 .000 .000 .000 .000 .000 .000
2 998 873 537 098 .032 .009 .000 .000 .000 .000 .000 .000 .000 .000 .000
3 1.000 966 .764 234 096 .033 .002 .000 .000 .000 .000 .000 .000 .000 .000
4 1.000 993 .902 421 214 .090 .009 .000 .000 .000 .000 .000 .000 .000 .000
5 1.000 .999  .967 617 378 193 .029 .002 .000 .000 .000 .000 .000 .000 .000
6 1.000 1.000 .991 780 561 341 074 .007 .000 .000 .000 .000 .000 .000 .000
7 1.000 1.000 .998 891 727 512 154 022 .001 .000 .000 .000 .000 .000 .000
8 1.000 1.000 1.000 953 851 677 274 054 .004 .000 .000 .000 .000 .000 .000
9 1.000 1.000 1.000 983 929 811 425 .115 013 .000 .000 .000 .000 .000 .000

10 1.000 1.000 1.000 994 970 902 586 212 .034 .002 .000 .000 .000 .000 .000
11 1.000 1.000 1.000 998 980 956 732 345 078 .006 .001 .000 .000 .000 .000
x 12 1.000 1.000 1.000 1.000 .997 983 846 .500 .154 .017 .003 .000 .000 .000 .000
13 1.000 1.000 1.000 1.000 999 994 922 .655 .268 .044 .020 .002 .000 .000 .000
14 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 998 966 .788 414 .098 .030 .006 .000 .000 .000

15 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 987 885 .575 .189 .071 .017 .000 .000 .000
16 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 996 946 .726 .323 .149 .047 .000 .000 .000
17 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 999 978 846 488 .273 .109 .002 .000 .000
18 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 993 926 .659 439 .220 .009 .000 .000
19 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 998 971 .807 .622 .383 .033 .001 .000

20 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 .991 910 .786 .579 .098 .007 .000
21 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 .998 .967 904 .766 .236 .034 .000
22 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 .991 968 .902 463 .127 .002
23 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 998 993 973 .729 358 .026
24 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 .999 996 .928 .723 .222




A-2  Appendix Tables

Table A.1  Cumulative Binomial Probabilities Benp) =S bly; n,p)
an=>5 y=0
p
001 005 010 020 025 030 040 050 060 070 0.75 0.80 0.90 0.95 0.99
0 951 J74 590 328 237 .168 .078  .031 .010 .002 .001 .000 .000 .000 .000
1 .99 977 919 737 633 528 337 188  .087 .031 .016 .007 .000 .000 .000
x 2 1.000 999 991 942 896  .837 .683 500 317 .163 .104 .058 .009 .001 .000
3 1.000 1.000 1.000 .993 984 969 913 812 .663 472 367 .263 .081 .023 .001
4 1.000 1.000 1.000 1.000 999 998 990 969 922 832 .763 .672 410 .226 .049
b. n =10
p
0.01 0.05 0.10 020 025 030 0.40 050 0.60 070 0.75 0.80 090 0.95 0.99
0 904 599 349 107 056  .028  .006 .001 .000 .000 .000 .000 .000 .000 .000
1 9% 914 736 376 244 149 046 011 .002  .000 .000 .000 .000 .000 .000
2 1.000 988 .930 678 526 383  .167 .055 .012 .002 .000 .000 .000 .000 .000
3 1.000 999  .987 879 776 650  .382 172 055 .011 .004 .001 .000 .000 .000
4 1.000 1.000 .998 967 922 850  .633 377 166 .047 .020 .006 .000 .000 .000
X
5 1.000 1.000 1.000 .994 980 953 834 .623 .367 .150 .078 .033 .002 .000 .000
6 1.000 1.000 1.000 .999 996 .989  .945 828 618 .350 224 .121 .013 .001 .000
7 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 .998  .988 945 833 617 474 322 .070 .012 .000
8 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 .998 989 954 851 756 .624 264 .086 .004
9 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 .999 994 972 944 893 .651 .401 .096
c.n=15
p
001 005 010 020 025 030 040 050 0.60 070 0.75 080 0.90 0.95 0.99
0 860 463 206 .035 013 .005 .000  .000 .000 .000 .000 .000 .000 .000 .000
1 990  .829 549  .167 .080  .035 .005 .000 .000 .000 .000 .000 .000 .000 .000
2 1.000 964 816  .398 236 127 .027 .004 .000 .000 .000 .000 .000 .000 .000
3 1.000 995 944  .648 461 297 .091 .018 .002 .000 .000 .000 .000 .000 .000
4 1.000 999 987  .836 .686 515 2217 .059 .009 .001 .000 .000 .000 .000 .000
5 1.000 1.000 .998  .939 852 722 403 151 .034 .004 .001 .000 .000 .000 .000
6 1.000 1.000 1.000 .982 943  .869 .610 304 .095 .015 .004 .001 .000 .000 .000
x 7 1.000 1.000 1.000 .996 983 950 87 500 213 .050 .017 .004 .000 .000 .000
8 1.000 1.000 1.000 .999 996 985 905 .696 390 .131 .057 .018 .000 .000 .000
9 1.000 1.000 1.000 1.000 999 996 966  .849 597 278 .148 .061 .002 .000 .000
10 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 .999 991 941 783 485 314 .164 .013 .001 .000
11 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 998 982 909 703 539 352 .056 .005 .000
12 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 996 973 873 .764 .602 .184 .036 .000
13 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 995 .965 .920 .833 451 .171 .010
14 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 .995 .987 965 .794 .537 .140
(continued)

(c) En az 1 kiginin altinda F yazan kolay tercih etme ihtimali nedir?
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(d) En fazla 4 kisinin altinda S yazan kolayi tercih etme ihtimali nedir?

X ~ Bin(n, p) igin kimulatif dagihim fonksiyonu agagidaki sekilde tanimlanir:

Ornek: Bir tiir dosyalama Kalitesini élcen bir testi, bir ders kitabinin biitiin kopyalarinin sadece %20 si
gecememistir. Kabul edelimki X rasgele deg@iskeni rasgele segilen 15 ders kitabindan testi gegemeyenlerin
sayisi olsun.

(a) En fazla 8 kitabin teste basarisiz olma olasihdi nedir?

(b) Tam olarak 4 kitabin testte basarisiz olma olasiligi nedir?

(c¢) En az 4 en fazla 7 kitabin testte basarisiz olma ihtimali nedir?
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Table A.1 Cumulative Binomial Probabilities (cont.) B n,p) = i b(y; n, p)
y=0

d. n=20

001 005 010 020 025 030 040 050 060 070 075 0.80 090 095 0.99

0 818 358 .122 .012 .003 .001 .000 .000 .000 .000 .000 .000 .000 .000 .000
1 983 736 392 069 .024 .008 .001 .000 .000 .000 .000 .000 .000 .000 .000
2 99 925 677 206 .091 035 .004 .000 .000 .000 .000 .000 .000 .000 .000
3 1.000 984 867 .41l 225 107 .016 .001 .000 .000 .000 .000 .000 .000 .000
4 1000 997 957 630 415 238 .051 .006 .000 .000 .000 .000 .000 .000 .000
5 1.000 1.000 989 804 .617 416 .126 .021 .002 .000 .000 .000 .000 .000 .000
6 1.000 1.000 998 913 786  .608 .250 .058 .006 .000 .000 .000 .000 .000 .000
7 1.000 1.000 1.000 968 898 .772 416 .132 .021 .001 .000 .000 .000 .000 .000
8 1.000 1.000 1.000 990 959 .887 596 .252 .057 .005 .001 .000 .000 .000 .000
9 1.000 1.000 1.000 997 986 952 .755 412 .128 .017 .004 .001 .000 .000 .000

10 1.000 1.000 1.000 .999 996 983 .872 .588 .245 .048 .014 .003 .000 .000 .000
11 1.000 1.000 1.000 1.000 .999 995 943 748 404 .113 .041 .010 .000 .000 .000
12 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 .999 979 .868 .584 .228 .102 .032 .000 .000 .000
13 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 .994 942 750 .392 214 .087 .002 .000 .000
14 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 .998 979 .874 584 383 .196 .011 .000 .000

15 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 .994 949 762 .585 370 .043 .003 .000
16 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 999 984 893 .775 589 .133 .016 .000
17 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 .996 .965 .909 .794 .323 .075 .001
18 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 999 992 976 931 .608 .264 .017
19 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 .999 997 988 .878 .642 .182

Beklenen Dedger, Varyans, ve Standart Sapma

X ~ Bin(n, p) igin
E(X) =np,
Var(X) =np(l —p)

Ox =/ np(1 —p)

Ornek: Bir magazada yapilan kasa iglemlerinin %75 i kredi kartiyla yapiliyorsa ve X de rasgele segilen 10

kasa isleminden kredi karti kullananlarin sayisi olsun.

(a) X nasil bir dagilima sahiptir?

by PX >22)=7

) PR<X<4 ="

(d) E(X), Var(X), ox degerlerini bulunuz.

(e) X in belenen degerden o sik sapma ihtimali nedir?

ALISTIRMALAR

1. Bir sirketin 400 adet laptopu vardir ve her bir laptop %8 ihtimalle ¢alismiyor olsun. Rasgele 20 laptop
secildiginde,

(a) 5 tanesinin bozuk olma ihtimali nedir?

(b) Hepsinin saglam olma ihtimali nedir?

(c) Hepsinin bozuk olma ihtimali nedir?
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2. Yapilan bir galismaya goére Turkiyedeki genglerin %4 de dévme vardir. Rasgele 30 geng segcildiginde tam
olarak 3 tanesinde dévme olma ihtimali nedir?

3. Bir XYZ cep telefonu 55 pargadan olusmaktadir. Her bir parganin arizali olma ihtimali 0,002 dir. Rasgele
segilen bir XYZ cep telefonun miikemmel bir sekilde ¢galismamama ihtimali nedir?

4. ABC sirketi oyuncak robotlar Uretmektedir. 100 oyuncak robottan 1 calismamaktadir. Bu firmadan
alacaginiz 35 robottan tam olarak 4 tanesinin ¢alismiyor olma ihtimali nedir?

5. Renkli taglardan yapilmis bir miicevherdeki taslarin %20 sinde mavidir

(a) 20 adet boncuktan olusan bir kolyede 3 ten fazla mavi boncuk olma ihtimali nedir?,
(b) 28 boncuktan olusan bir kolyede tam olarak 4 tane mavi boncuk kullaniimis olma ihtimali nedir?
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3.5 Hipergeometrik ve Negatif Binom Dagilimi

Hipergeometrik ve negatif binom dagilimlari binom dagilimiyla baglantili iki ayrik dagilim tiriddr. Binom
dagilmi sonlu sayida sayida iki gruba ayrilmis (S ve F) denemelerin olusturdugu N buyudkligindeki bir
populasyondan geri yerine koymaksizin n buylkliginde bir 6érneklemin segilmesiyle yapilan yaklasik bir

olasilik modelidir. Hipergeometrik dagilimsa o6rneklem igerisindeki basarilarin sayisi kesin bir olasilik
modelidir.

Binom rasgele degiskeni X sabit sayidaki n tane denemedeki basarilarin sayisi iken Negative binom dagilimi
ise rasgele sayida deneme igerisinde belirli bir sayida basari elde edilmesine odaklanir.

Hipergeometrik Dadilim:

Hipergeometrik bir dagilimin var olmasi gerek kosullar asagidaki gibidir:

1. Popilasyon sonlu sayida N eleman, birey yada objeden olusur.

2. Her bir eleman basari S yada basarisizlik F olarak karakterize edilir, ve popllasyonda M tane basari
vardir.

3. Geri yerine koymaksizin n tane bireyden olusan bir 6rneklem secilir. Bu 6érneklemdeki n tane bireyin her
bir alt kiimesi esit ihtimalle segilebilir.

Hipergeometrik dagilima ait rasgele X degiskeni érneklemdeki basari sayisidir. X in olasilik dagilimi ise n,M
ve N parametrelerine baghdir.

X = _J(x; n,A/l,A/)
P( ,,L) Z Y Lb Popllosgen g,;%u(;g&
> Vasourilorm Sor;/:);
> B¢neklem UU&UIA}“

Ornek: Belirli bir zaman araliginda tniversitenin bilgi islem merkezi 8 tanesi lazer, 12 tanesi puskirtmeli
olmak tzere 20 adet yazici igin servis ¢agrisi almistir. Bu ¢agrilardan 5 tanesi rasgele bir sekilde segilsin. Bu
secim islemide esit ihtimalli olsun. Bu durumda yapilan ¢agrilardan tam olarak 2 tanesinin mirekkep
puskirtmeli yazici igin yapilmis olma ihtimali nedir?

N =20,M = 12, ve n = 5 parametrelerine sahip oldugumuz bir hipergeometrik dagilim igin
2 S bulunduran sonuglarin sayisi

P(X =2)=h(2;5,12,20) =

Butun olasi sonuglarin sayisi

= = = (0,238

(20> 323
5
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Bu drnegdi genelleyecek olursak:

Hipergeometrik dagilima sahip X rasgele degiskeni igin olasilik kitle fonksiyonu

max{0n—N+M,} <x <min{n, M} olmak lizere

()

PX=x)=h(x;n,M,N) =

Seklinde tanimlanir.

Beklenen Deger ve Var(X):

X, hipergeometrik dagilima sahip bir ayrik rasgele degisken olmak Uzere
EX) M
=n—
N

N—n M M

Z(1-=
N—l)nN( N

V(X)) =( )

W: Poptlasyondaki basarili sonuglarin oranidir. Bu orani p ile gdsterirsek

N-—n
N-1

EX)=np ve VX)=npgq( ) olur.

Neaqatif Binom Dadilimi

Asagidaki kosullari saglayan bir bir deneydeki olasilik dagilimina negatif binom dagilimi denir:

1. Deney bagimsiz denemelerin bir dizisidir,
2. Herbir deneme basari S yada basarisizlik F ile sonuglanir,

3. Herbir denemedeki bagari olasiligi aynidir; yani, her i=1,2,... igin P(i. denemede S) = p olur.

4. Deney r. basari elde edilene denk devam eder.

X: r. basar elde edilinceye kadarki basarisizliklarin sayisidir.Burada basari sabitken deneme sayilari
farklilk gosterir. Burada basari sayilari sabitken, dedisken bu sabit sayidaki basariyi elde etmek icin deneyi
olusturan denemelerin sayisidir.

Bu durumda p = P(S) basari olasiligina sahip denemelerden olusan r parametreli X negatif binom rasgele

degiskeni igin, olasilik kitle fonksiyonu asagidaki gibi tanimlanir:

x+r—1

nb(x;r,p) = < 1

)p’(l -p)
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Ornek: Bir gocuk doktoru ilk cocuklarini bekleyen 5 cifti yeni ve dogal bir dogum diyetine katiimalari icin
tedavi etmek istiyor. Rasgele segilen bir giftin bu diyete katilmayi isteme ihtimali 0,2 olsun.

(a) Diyete katilmak isteyen 5 ¢ift bulunmadan énce 15 ¢iftin bu programa davet edilmis olma ihtimali nedir?

14
nb(10;5, 0,2) = < . >(0,2)5(0,8)10 = 0,034

(b) En fazla 15 ¢ifte bu davet yapildiginda en fazla 10 olumsuz yanit almis olma ihtimali nedir?

10
+4
P(X <10)= » nb(x;5,02) = (0,2)’sum!® * (0,8)* = 0,164
x=0 4

x=0

Eger X negatif binom dagilimina sahip bir rasgele degisken ve nb(x;r, p) de olasilik kitle fonksiyonu ise

r(1-p) r(1-p)
—2 (0]

beklenen deger ve varyans sirasiyla E(X) = ———ve Var(X) = lur.
p
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4. SUREKLI RASGELE DEGISKENLER

Hatirlayacak olursak bir rasgele degiskene siireklidir demistik eger bu rd. nin aldigi degerler sayi dogrusu
Uzerinde bir aralik olarak yada birden fazla ayrik araligin birlesimi olarak ifade edilirken sadece bir tek

noktada aldigi dederin gerceklesme ihtimali sifir oluyorsa. Yani X bir siirekli rasgele degiskendir (srd) eger
(81) A < B olmak Uzere (A, B) araligindaki her reel sayi X in aldigi bir degerdir ve
(S2)Herc € (A,B) igin P(X = ¢) = 0dir.

» Bir goélun ekolojisiyle ilgili yapilan bir ¢alismada, rasgele secilen bir kisminda gélin derinligi dlg¢ullyor
olsun. X rd bu yapilan dlglimler olarak tanimlanirsa, X bir srd. olur.

» Rasgele secilen kimyasal bilesenlerin pH seviyeleri X rd olarak tamimlanirsa, X bir srd olur. [0,14]
arali§indaki herhangi bir deger X olabilir.

» Rasgele segilen musterilerin berberde trag 6ncesi bekleme siirelerini X rd olarak tanimlarsak, X in srd
oldugunu dustnebiliriz; ancak, bu sonuca ulagmak igin berberde bos bir koltugun olmadidi varsayiminda

bulunmamiz gerekir. Aksi halde gelen musterilerin bekleme streleri 0 olur ve P(X = 0) > O olur.

Bu ornekler géz 6nlne alindiginda, yikseklik, agirlik, sicaklik gibi élglimlerden yaralanilarak tanimlanan X
rasgele degiskenleri yiksek ihtimalle surekli rasgele degisken iken bazi sinirlamalar bizi kesikli rd e mecbur
birakiyor olabilir. Gergekte ise, dinyaya ve fizije dayal fenomenenlerin ¢ogu surekli rasgele degiskenler ve
dagilimlarla modellenir.

4.1 Olasilik Yogunluk Fonksiyonu (OYF)

Kabul edelimki X bir golin rasgele secilen bir noktasindaki derinligi olsun ve 6lgtimler [0,M ] araliginda
yeralsin. Histogram grafigiyle bu élgiimleri ayrik dagilm olarak modelleyebiliriz. Eger histogram grafigindeki

belirli bir k degerindeki bar gélin k derinligindeki kisimlarinin gélin tamamina orani olarak disunilirse,

(a) (b) (©)

dikdortgenlerin toplam alani 1 olur ve dikdortgenler (a) — (c¢) daraliyor ve sayilari artiyor olsa dahi toplam

oran halen daha 1 dir. (Bu hikaye size tanidik geldi mi? )
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Olasilik Dagilimi

X srd icin olasilik dagilimi yada olasilik yogunluk fonksiyonu (oyf) bir f (x) fonksiyonudur oyleki:

b
Pla<X<b)= J f(x)dx olur.

Jx)

P(a £ X <b) =a ve b arasindaki bdlgenin alani

f(x) in gergekten bir olasilik yogunluk fonksiyonu olmasi igin asagidaki gerek ve yeter kosullari saghyor
olmasi gerekir.

1. Her x € X, f(x) >0,

2. J fx)dx = 1dir.

Ornek: Tekerlek, fren diski, cark gibi dairesel nesnelerin (izerinde referans cizgileri bulunur. Bu referans
cizgilerine gore hata yonu genellikle belirsizlige tabidir. Bir tekerlekteki sibobun baglantisini gosteren

referans gizgisini ele alalim ve X sibopla bu hata gizgisi arasinda kalan saat yoniindeki agi olsun. Bu

durumda X icin muhtemel olasilik yogunluk fonksiyonlarindan biri agagidaki gibi tanimlanir.

£ % ;eger 0 < x <360
X) =
0 ;diger durumlarda
Jtx) Jix)
Shaded area = P(90 = X =180)

1 /
360 : /:

1 I

| 1

1 1

T X t t T T X
0 360 90 180 270 360

Q: Peki gercekten bu fonksiyon bir olasilik yogunluk fonksiyonu mudur?

Q:POOLX<L<I180)=7
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Tanim: X srd [A,B] arali§i (izerinde sabit bir olasilik dagilimina sahiptir denir eger X oyf asagidaki gibiyse

1 -
f(x;A,B)=1< B-4 eger A< x <B

0 ;diger durumlarda.

Q: Yukaridaki oyf fonksiyonunu realize ediniz.

Ornek: Trafikte bir aracin belirli bir noktay gectikten sonra bir sonraki aracin o noktayl gegmesine kadar
gegen slreye tasit araligi (Time headway) denir. X rasgele degiskeni yogun bir trafigin oldugu bir yolda

rasgele secilen arka arkaya giden iki arag igin yapilan tagit araligi 6lglimii olsun. Yapilan bir gcalismada X igin
oyf fonksiyonu asagidaki gibi veriliyor:

f®
£ = {0,156_0’15()‘_0’5) egerx > 0,5 157 P(X <5)
0 ;diger durumlarda.
Q_1. f(x) in X icin bir olasilik yogunluk |
fonksiyonu olup olmadigini realize ediniz. : : i | 1 : T
Q2. P(X<5)=2? o} 2 4 6 8 10

Ornek: Bir 6gretmen okula giderken ilk olarak evinin éniindeki duraktan bir otobiise biniyor ve sonra ikinci bir
otoblse transfer yapiyor. Herbir durakta bekleme sireleri dakika cinsinden bir birim dagilima sahipse A = 0

ve B = 5 olmak lizere Y = toplam durakta bekleme slresi rasgele degiskeni igin oyf fonksiyonu

1.
55V 0<y<5
SO = %—%w 5<y<10
0; y < Oyaday > 10

1. f(y) fonksiyonun grafigini giziniz.
f(y) nin oyf olup olmadigini realize ediniz.
En fazla 3 dk bekleme yapma ihtimalini bulunuz.

En fazla 8 dk bekleme yapma ihtimalini bulunuz.
Toplam bekleme suresinin 3 ile 8 dk arasinda olmasi olasiligini bulunuz.

o a0 N

Toplam bekleme siiresinin ya 2 dk dan az ya da 6 dk dan fazla olma ihtimalini hesaplayiniz.
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4.2 Kimalatif Dagilm Fonksiyonu (kdf) ve Beklenen Deger
X srd igin kiimUlatif olasilik dagihm fonksiyonu kisaca kdf asagidaki sekilde tanimlanir:

) F(x)
4 14
F(8) —

Fx)=PX <x) = Jf(y)dy

Ornek: X rd bir metal levhanin kalinh@i olsun. X rd [A, B] araligi (izerinde sabit dagiima sahip olsun. Bu

durumda X igin kiim{latif dagilim fonksiyonu asagidaki sekilde bulunur:

0 x <A
F)=92=% 1A<x<B
1 ;x> B
Q: Bu fonksiyonu nasil bulduk?
fx) fx)

Shaded area = F(x)

[>-]
| =
S
1
&
=
=
1

>

SN

=

N

s
oy —

Pla<x<b)=

+
oo |w
=
o
A

okf kullanarak X ait kdf bulunuz.

O oo =
QQ.N .
U

Ornek: X srd igin verilen f(x) = {
P1<x<1,5="?

Not: X icin kdf fonksiyonu elde edildikten sonra X e dair herhangi bir olasilik artik integral hesaplanmadan

bulunabilir. Asagidaki sonug¢ kalkulisin temel teoreminden dolayi kolayca elde edilir.
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Teorem: Eger X, f(x) olasilik yogunluk fonksiyonuna (oyf) ve F(x) kiimulatif dagiim fonksiyonuna (kdf)
fonksiyonuna sahip bir sirekli rasgele degisken (srd) ise F'(x) tlrevlenebilir oldugu her x noktasinda

F'(x) =f(x) dir.

SUREKLI DAGILIMA iCIN YUZDELIKLER

Bir kisinin sinav notunun sinava girenlerin 85. yizdeliginde oldugunu sdyledigimizde, sinavi alan Kigilerin
%85 inin notlarinin o kisinin aldigi puanla esit yada daha az oldugu anlariz.

Tanim: 0 < p < 1 olmak tizere, n(p) sayisi X srd nin (100 - p). ylizdeligini gostersin. Bu durumda

Jx) F(x)
Shaded area = p 1

p=Fan(p)
|
|
|
|

n(p) n(p) x
n(p)
p=me»=Jf@My

Ornek: ingaat malzemesi satan belirli bir firmanin belirli bir hafta igerisinde sattigi dolgu malzemelerinin

%(1—x2) 0<x <

miktari (ton) X srd ile ifade edilsin. X igin oyf fonksiyonu f(x) = { ! olarak veriliyor olsun.
0 ;dd

[0,1] arah@: Gzerinde F'(x) kdf asagidaki sekilde hesaplanir:

y=xo 30 i3
= —|\x - —
y=0 2 3

Bu durumda (100 - p). yiizdelik asagidaki denklemi saglar:

n(p)?
3

x 13 3 y3
S (L= yhdy = (y - )

Fooy = f 2 3

0

3
p=F(p)== ln(p) - ] = n(p)*=3n(p)+2p =0

2
Oyleyse 50.yiizdelik icin p = 0,5 olur ve ° —3n + 1 = 0 denklemi ¢ézilduginde n = 7(0,5) = 0,347
olarak bulunur. Sézel olarak bu sonug
su anlama gelmektedir: Eger dagihm J) F)
haftadan haftaya ayni kalirsa, uzun bir 1.5 14
satis dénemi neticesinde biutiln
haftalarin %50 sinde 0,347 tondan az 3
ve geriye kalan diger %50 lik kisimda

0 1 X 0 .347 1



ise 0,347 tondan fazla dolgu malzemesi satiimis oldugu sonucuna ulasiriz.

Tanim: X srd igin  medyan ji 50.ylzdelik degerine karsilik gelir. Yani g =#7(0,5) = 0,5=F(i).
Geometrik olarak konusacak olursak olasilik yogunluk fonksiyonuna ait grafigin altinda kalan alani x = ji

dikey dogrusu yari yariya bélmektedir.

J) J) f()

- X | - X - X
a

e
T -
w_
=

Simetrik Dagilimlara ait Medyanlar

Tanim: X srd igin beklenen degder (ortalama) uy = E(X) = J xf(x)d x olarak tanimlanir.

%(1—x2) 0<x<l1

Ornek: X srd igin f(x) = { olasilik yogunluk fonksiyonu veriliyor. pyy = ?
0 ; dd

X srd ne bir h(x) fonksiyonu uygulandiginda yeni bir rasgele degisken elde edilmis olur; Y = A(X). Bu yeni

rasgele degiskenin sirasiyla beklenen degerini, varyansini ve standart sapmasini hesaplayacak olursak

© puy=EY)=EGhX)= Jh(X)f(x)dx

o VarX)=ox= J (x = px)f ()dx = E(X — py)?)

®@ ox=+/Var(X)

Teorem: Her X srd icin, Var(X) = E(X?) — (E(X))? dir.
ispati Odev.
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Ornek: insaat malzemesi satan belirli bir firmanin belirli bir hafta icerisinde sattigi dolgu malzemelerinin

%(1—x2) 0<x <1

miktari (ton) X srd ile ifade edilsin. X icin oyf fonksiyonu f(x) = { olarak veriliyor
0

; dd
olsun. X i¢in beklenen deger, varyans ve standart sapmayi bulunuz.
ALISTIRMALAR
(1) Belirli bir 6lgme islemindeki hata payi asagida olasilik yogunluk fonksiyonu verilen X sirekli rasgele
degiskeni olarak tanimlaniyor:
£ = 0,09375(4 —x%) ;—2<x <2
0 ; dd
a. f(x) fonksiyonunun grafigini giziniz.
b. PX>0)=7?
c. P(-1<X<1)="?
d PX<-0,5yadaX >0,5)=7?
e. E(X),Var(X), ve oy degerlerini bulunuz.
(2) Olasilik istatistik dersleri higbir zaman zamaninda bitmez ve her zaman ders saatinden 2 dk sonra

biter. Kabul edelimki X rasgele degdiskeni ders bitimi ve ders saati arasindaki gegen siire olsun ve X igin

2
:0<x <
olasilik yogunluk fonksiyonu f(x) = {kx 0 0= xd_dz olsun.

a

b. Dersin ders saatinden sonraki 1 dakika igerisinde bitme ihtimali nedir?

c. Dersin ders saatinden sonra 60 ve 90 arasinda devam etme ihtimali nedir?
d

Ders siresi ortalama ne kadar uzar?

(3) Belirli bir yil boyunca bir bireyin yapacagi toplam saglik harcamasi (1000 TL cinsinden ) X rasgele

degiskeni olarak tanimlansin. X kesikli rasgele degisken olmasina ragmen kabul edelim asagidaki olasilik
2x
yogunluk fonksiyonuna sahip bir stirekli dagilimla modellenmis olsun: f (x) = k(1 + ?)_7 herx > 0.
a. k=7
b. X in oyf fonksiyonun grafigini giziniz
Saglik harcamalarinin beklen degerini ve varyansini hesaplayiniz.

Bu kisinin saglik sigortasinda 6zel bir kosul bulunmaktadir: yapacagi saglik harcamasinin ilk 500 tl lik
kismi kendisi tarafindan ddenir, 500 tl yi agan giderlerin herbirinde sigorta geriye kalan miktarin %80 ni
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odeyecektir ve kisinin yapacagi 6deme ilk 500 tl kisim dahil olmak lizere maksimum 2500 tl dir. ¥ sigorta

sirketi tarafindan bu Kisi igin yapilacak saglik édemelerinin miktari olsun. E(Y ) = ?

(Ip ucu: X in hangi degeri icin 2500 tl lik 6deme yapilir? Y yi X in bir Fonksiyonu olarak ifade edin.)
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4.3 Normal Dagilim

Olasilik ve istatistik konulari igerisindeki en 6nemli kisim normal dagilimlardir. Pek ¢ok niimerik popllasyon
normal dagiim ozelligi gostermektedir: boy uzunluklari, agdirliklar, diger fiziksel Ozellikler, bilimsel bir
deneydeki 6lgiim hatalari, fosillerin yas tahminleri, psikolojik deneylerdeki tepki sireleri, zeka o6l¢iimleri,
kabiliyet 6lcumleri, ekonomik veriler, sinav test puanlari vs..

BELL CURVE

MEETS EXPECTATIONS
BELOW ABOVE
EXPECTATIONS EXPECTATIONS

SERIOUS UNDER EXCELLENT
PERFORMANCE PERFORMANCE

2

Tanim: X srd u ortalamali ve 6“ varyansh bir normal dagilima sahiptir ve bu iligkiyi X ~ N(,Lt,0'2) ile

_G-p?

gosteririz eger X in olasilik yogunluk fonksiyonu f(x;u,o) = e 202 , —0 <X <.

2ro

(o]
f(x;u,0) >0 oldugunu gormek zor olmasada Jf(x;y,a)dx = 1 oldugunu gdstermek biraz zor
—00

olabilir.

73



Sekildeki egriler bir tir ¢an figirinu animsattigi icin bu egrileri can egrisi olarak adlandiriyoruz.

27\ Normal
7[ < Distribution

"Bell Curve"
/v‘ﬁz N

Ancak veri daima bu kadar duzenli dagiimak zorunda degildir.

30
20
10

40 60 80 100 120 140 10 20 30 40 50 60

0 30 60 90 120 150

Mean
Median
Mode

Ancak daha profesyonelce sdylemek gerekirse

f(x;u,0) bir oyf oldugundan, bu egrilere
yogunluk egriside deriz. Burada g dagilimin
medyani, ortalamasi(Beklenen Degeri) ve

modudur. Yogunluk egrisi ¢ ye gore simetriktir.

_a-p?

fp,0) = e 202 fonksiyonu E(X) = p ve Var(X) = ¢ parametrelerine bagldrr.

2o
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Asagidaki sekilde farkh (i, o) degerleri igin gizilmis normal dagilim egrilerini gérmekteyiz.

fx)
0.09

0.08
0.07 [\
0.06
0.05
0.04
0.03
0.02
0.01
0.00

T T I
40 60 80 100 120 g pto
(a) (b)

U bir lokasyon parametresi olup pu deki blyutk Olgekli bir degisim can egrisinin saga yada sola dogru
kaymasina sebep olur. ¢ ise bir tir Olgeklendirme parametresidir ve bu degderdeki degisimler ise ¢an
egrisinin yatayda esneyip daralmasina sebeb olur. Can egrisinin bukim noktalari (konveks ve konkav

Ozelliklerinin degistigi yer) 4 * o dir. Bu durumda o biyuk ve kicuk degerler almasi halinde yodunluk egrisi

hakkinda nasil bir yorumda bulunabiliriz?

STANDART NORMAL DAGILIM

Kabul edelimki X ~ N(y,62) olsun. Bu halde P(a < X < b) olasiigini bulmak igin asagidaki integrali

hesaplamamiz gerekmekte.

\2ro

b f 1 & -w?
P(aSXSb)=Jf(X;ﬂ,0)dx=I e 22 dx.

Peki bu integrali nasil hesaplariz ?

Ortalamasi ¢ = 0 ve standart sapmasi 6 = 1 olan normal dagilimlara standart normal dagilim denir.

Standart normal dagilima sahip bir rasgele degiskene standart normal rasgele degisken denir ve Z ile

e—12/2

gosterilir. O halde Z nin olasilik yodunluk fonksiyonu f(z; 0, 1) = olur. Bu fonksiyonun

2

grafigine standart normal dagihm egrisi ya da kisaca z-egrisi denir. Bu egrinin bukim noktalari z = — 1 ve

z = 1dir.

75



Ayrica Z igin kiimUlatif dagilim fonksiyonu asagida verilmektedir:
Z

Piz)=P(Z<Lz2)= Jf(y; 0, Ddy.

—00

Bu fonksiyonun belirli z dederleri igin aldigi dederler asagidaki tablolarda mevcuttur. Bu tabloya Z-tablosu denir.

Standard normal density curve

¥

Shaded area = ®(z)

Z
z 00 01 02 03 04 05 06 07 08 09
-34 0003 0003 0003 0003 0003 0003 0003 0003 0003 0002
-3.3 0005 0005 0005 0004 0004 0004 0004 0004 0004 0003
-3.2 0007 0007 0006 0006 0006 0006 0006 0005 .0005 0005
-3.1 0010 0009 0009 0009 0008 0008 0008 0008 0007 0007
-3.0 0013 0013 0013 0012 0012 0011 0011 0011 0010 0010
-2.9 0019 0018 0017 0017 0016 0016 0015 0015 0014 0014
-2.8 0026 0025 0024 0023 0023 0022 0021 0021 0020 0019
-2.7 0035 0034 0033 0032 0031 0030 0029 0028 0027 0026
-2.6 0047 0045 0044 0043 0041 0040 0039 0038 0037 0036
-25 0062 0060 0059 0057 0055 0054 0052 0051 0049 0038
-24 0082 0080 0078 0075 0073 0071 0069 0068 0066 0064
-2.3 0107 0104 0102 0099 0096 0094 0091 0089 0087 0084
-2.2 0139 0136 0132 0129 0125 0122 0119 0116 0113 0110
-2.1 0179 0174 0170 0166 0162 0158 0154 0150 0146 0143
-2.0 0228 0222 0217 0212 0207 0202 0197 0192 0188 0183
-1.9 0287 0281 0274 0268 0262 0256 0250 0244 0239 0233
-1.8 0359 0352 0344 0336 0329 0322 0314 0307 0301 0294
-1.7 0446 0436 0427 0418 0409 0401 0392 0384 0375 0367
-1.6 0548 0537 0526 0516 0505 0495 0485 0475 0465 0455
-1.5 0668 0655 0643 0630 0618 0606 0594 0582 0571 0559
-14 0808 0793 0778 0764 0749 0735 0722 0708 0694 0681
-1.3 0968 0951 0934 0918 0901 0885 0869 0853 0838 0823
~1.2 1151 1131 1112 1093 1075 1056 1038 1020 1003 0985
-11 1357 1335 1314 1292 1271 1251 1230 1210 1190 1170
-1.0 1587 1562 1539 1515 1492 1469 1446 1423 1401 1379
-0.9 1841 1814 1788 1762 1736 1711 1685 1660 1635 1611
-0.8 2119 2090 2061 2033 2005 1977 1949 1922 1894 1867
—0.7 2420 2389 2358 2327 2296 2266 2236 2206 2177 2148
—0.6 2743 2709 2676 2643 2611 2578 2546 2514 2483 2451
—0.5 3085 3050 3015 2981 2946 2912 2877 2843 2810 2776
—0.4 3446 3409 3372 3336 3300 3264 3228 3192 3156 3121
-0.3 3821 3783 3745 3707 3669 3632 3594 3557 3520 3482
—0.2 4207 4168 4129 4090 4052 4013 3974 3936 3897 3859
-0.1 4602 4562 4522 4483 4443 4404 4364 4325 4286 4247
—0.0 5000 4960 4920 4880 4840 4801 4761 4721 4681 4641
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Table A.3 Standard Normal Curve Areas (cont.) PR =PZ=2

z .00 .01 02 .03 04 .05 .06 07 08 09
0.0 5000 5040 5080 5120 5160 5199 5239 5279 5319 5359
0.1 5398 5438 5478 5517 5557 5596 5636 5675 5714 5753
0.2 5793 5832 5871 5910 5948 5987 6026 6064 6103 6141
0.3 6179 6217 6255 6293 6331 6368 6406 6443 6480 6517
0.4 6554 6591 6628 6664 6700 6736 6772 6808 6844 6879
0.5 6915 6950 6985 7019 7054 7088 7123 7157 7190 7224
0.6 7257 7291 7324 7357 7389 7422 7454 7486 7517 7549
0.7 7580 7611 7642 7673 7704 7734 7764 7794 7823 7852
0.8 7881 7910 7939 7967 7995 8023 8051 8078 8106 8133
0.9 8159 8186 8212 8238 8264 8289 8315 8340 8365 8389
1.0 8413 8438 8461 8485 8508 8531 8554 8577 8599 8621
1.1 8643 8665 8686 8708 8729 8749 8770 8790 8810 8830
1.2 8849 8869 8888 8907 8925 8944 8962 8980 8997 9015
1.3 9032 9049 9066 9082 9099 9115 9131 9147 9162 9177
14 9192 9207 9222 9236 9251 9265 9278 9292 9306 9319
1.5 9332 9345 9357 9370 9382 9394 9406 9418 9429 9441
1.6 9452 9463 9474 9484 9495 9505 9515 9525 9535 9545
1.7 9554 9564 9573 9582 9591 9599 9608 9616 9625 9633
1.8 9641 9649 9656 9664 9671 9678 9686 9693 9699 9706
1.9 9713 9719 9726 9732 9738 9744 9750 9756 9761 9767
2.0 9772 9778 9783 9788 9793 9798 9803 9808 9812 9817
2.1 9821 9826 9830 9834 9838 9842 9846 9850 9854 9857
2.2 9861 9864 9868 9871 9875 9878 9881 9884 9887 9890
2.3 9893 9896 9898 9901 9904 9906 9909 9911 9913 9916
24 9918 9920 9922 9925 9927 9929 9931 9932 9934 9936
25 9938 9940 9941 9943 9945 9946 9948 9949 9951 9952
2.6 9953 9955 9956 9957 9959 9960 9961 9962 9963 9964
2.7 9965 9966 9967 9968 9969 9970 9971 9972 9973 9974
2.8 9974 9975 9976 9977 9977 9978 9979 9979 .9980 9981
2.9 9981 9982 9982 9983 9984 9984 9985 9985 9986 9986
3.0 9987 9987 9987 9988 9988 9989 9989 9989 9990 9990
31 9990 9991 9991 9991 9992 9992 9992 9992 9993 9993
3.2 9993 9993 9994 9994 9994 9994 9994 9995 9995 9995
33 9995 9995 9995 9996 9996 9996 9996 9996 9996 9997
34 9997 9997 9997 9997 9997 9997 9997 9997 9997 9998

Not: Farkl Z-tablolari mevcuttur. Biz derslerimizde ve sinavlarimizda yukaridaki tabloyu kullanacagiz.

Ornek: Asagida istenen olasiliklari Z-tablosunu kullanarak hesaplayiniz.

+ P(Z<1,25)=

+ PZ<L-125)=

+ P(Z2>125=

+ P(-038<Z<1,25=
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Shaded area = ®(z)

Her p € [0,1] igin, Z-tablosu kullanilarak
Standard normal (z) curve

(100 - p). ylzdeligini bulabiliriz. Bu sadece ~
P(Z < z) = p denkleminin z igin ¢ézimiini soran

bir ters problemdir. Yani bu denklemde her seyi |

biliyoruz, sadece z yi (100p inci ylzdelegi) 0 Z
bilmiyoruz. Bunun igin tablonun ortasinda yer alan

degerler arasindan p olasiligini buluruz ve bu degere karsilik gelen satir ve sutunu birlikte okumak suretiyle

(100 - p) . yuzdelik olan z degerini bulmus oluruz. Simdi 1. ve 99. yizdelikleri bulalim.

Shaded area = .9900 / Z curve
zcurve Shaded area = .01
1 H 1 i
1 I
99th percentile —2.33 = Ist percentile 2.33 = 99th percentile

95. ve 90. yiizdelikleride siz bulabilir misiniz?

Z- egrisi altinda kalan alandan saginda « kadarini birakan z degerini z, ile gosterecegiz ve +z, degerlerine

a

z-kritik-deg@erleri denir.

zcurve
Shaded area = P(Z = z,) = « Shaded area = 05

zcurve Shaded area = .05

AR 4-)ss

\

-Z“

2 —1.645 = —zp5  zo5 = 95th percentile = 1.645
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Standart Olmayan Normal Daqgilimlar

Deviations

Verinin %68 i ortalamadan Verinin %95 i ortalamadan Verinin %99,7 si ortalamadan
o kadar sapar 20 kadar sapar 30 kadar sapar

Ancak normal dagilama sahip bir populasyona ait veride ortalamadan 2 standart sapmadan daha fazla b
sapan bir deder c¢ok nadiren gdézlemlenir. Bu sonuglar ilerleyen derslerimizde hipotez-testlerinin
olusturulmasinda ¢ok 6nemli bir yere sahip olacaktir.

Ornek: Bir okuldaki dgrencilerin %95 inin boy uzunluklari 1,1 ve 1,7 metre arasindadir. Eger bu veri normal
dagilima sahipse, verinin ortalamasini ve standart sapmasini bulabilir misiniz?

Ogrencilerin %95 inin boy uzunluklari bu aralikta oldugundan iki degerin tam ortasinda ortalamanin oldugunu
normal dagilim egrisinin simetri 6zelliginden dolay! sdyleyebiliriz. Ayrica bu egrinin altinda kalan %95 lik
bolge ortalamadan iki standart sapma kadar saptigimizda olusuyor oldugundan asagidaki denklemin
¢6zUmuindende ortalama ve standart sapma bulunur:

(u—20,u+20)=1,1,17)=pu=14mando =0,15m.
Boylece yandaki gorseli elde etmis oluruz.

Peki %95 degilde %92 sinin boy uzunlugu bu

aralikta olsaydi, (u, o) ikilisi hangi degerleri alirdi?

0.95 1.1 1.25 1.4 1.55 1.7 1.85

Tanim: Bir gézlem ile ortalama arasindaki standart sapma cinsinden 6lgeklendirilen mesafeye z-puani denir.

Bu durumda boy uzunlugu 1,85 metre olan bir kiginin z-puani  [(1,85 — 1,4)/0,15 = 0,45 = 30] olup,

arkadasinizin boy uzunlugunun z-puani 3,0 olur.
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Ornek: Giinliik yolculuk siireleri (dakika) ile ilgili yapilan bir anket neticesinde asagidaki veri olugturulmustur.
26, 33, 65, 28, 34, 55, 25, 44, 50, 36, 26, 37, 43, 62, 35, 38, 45, 32, 28, 34

Bu verinin ortalamasi ¢ = 38,8 ve standart sapmasi 6 = 11,4 olarak bulunur. Peki Nasil?

> (x—p)?
X
/,tzzT cl=2 veo=

Bu verideki 26, 33 ve 65 degerleri igin z-puanlarini hesaplayiniz.

X—p
—

Bu yaptigimiz z-puani hesaplama iglemini cebirsel olarak formiliize edecek olursak: Z =

Standardize

S

950 970 990 1010 1030 1050 1070 —8 =@ =il @) al S e
A Normal Distribution The Standard Normal Distribution

Neden Standartlastinnz?

Sahip oldugumuz veri hakkinda karar vermemize yardimci oldugu igin.

Ornek: Olaslilik ve istatistik dersinde yapilan bir sinavda 60 puan Uzerinden ddrencilerin aldiklari puanlar
asagidaki gibidir:
20, 15, 26, 32, 18, 28, 35, 14, 26, 22, 17

Gdrundugu gibi sinavdan 60 Gzerinden 30 dahi alan 6drenci yok. Dolayisiyla ¢cogu sinavdan kalacak. Dersi
veren hoca 6grencilerinin en azindan bir kisminin basarili olmasini istiyor. Bu sebeble veriyi standartlastirip
sadece ortalamadan 1 standart sapmadan daha asagidakilerin basarisiz oldugunu kabul ediyor. Peki
dersten kimin kaldigini yukaridaki veriye bakip séyleye bilir misiniz? Zor olsa gerek.

Peki ya veriyi standartlastirirsak?

u =123 c =66 =— -045,-1.21,0.45,1.36,-0.76, 0.76, 1.82, -1.36, 0.45, -0.15, -0.91

Bu durumda kolayca sadece 2 6grencinin basarisiz oldugunu sdyleyebiliriz.
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Yukaridaki gérsel sunumdan sonra gerekliligini ve kullanilirhdini anladigimiz standartlastima iglemini biraz da
teorik olarak tekrar ele alalim.

Kabul edelimki X ~ N(u, 6%) olsun.

[ f 1 (= p)?
P(GSXSb)=Jf(x;ﬂ,6)dx=J e 22 dx

\V2ro

integralini hesaplamak (u, 62) = (0,1) oldugu durumunlarin haricinde miimkiin degildi.

Bu sebeble standart olmayan normal dagilima sahip X srd nini standartlastirmak gerekmektedir.

Teorem: Eger X ~ N(,u,az) ise, Z =

stirekli degiskeni beklenen degeri y, = 0 ve varyansi
c

Var(Z) = 0% = 1 olan bir normal dagilima sahiptir. Bu durumda

) olur.

- b
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Ornek: Bir arag siriiciisinin éniinde giden aracin fren 1si§ini goriip reaksiyon gostererek aracini
yavasglatmasi arkadan ¢arparak olusan trafik kazalarindan kaginmak i¢in hayati 6neme sahiptir. 1993 yilinda
yapilan bir akademik ¢alismaya goére “Fast Rise Brake Lamp as a Collision Prevention Device” (Ergonomics,
1993: 391-395) , bu reaksiyon suresi ortalamasi 1,25 saniye ve standart sapmasi 0,46 saniye olan bir
normal dagilima sahiptir.

(a) Reaksiyon suresinin 1 ve 1,75 saniye arasinda olma ihtimali nedir?
(b) Reaksiyon siresinin 2sn den ge¢ olma ihtimali nedir?
(c) En ge¢ 0,75 sn igerisinde tepki veriime ihtimal nedir?

Ornek: Belirli bir tiirdeki rasgele segilen bir diyot icin ¢dkme gerilimi normal dagiima sahiptir. Cokim
geriliminin ortalamadan en fazla 1 standart sapma uzaklasmis olma ihtimali nedir?

Normal Dagilimlar igin Yiizdeliklerin Bulunmasi

N(u, 6%) normal dagilimina ait (100 - p) inci yuzdeligin bulunmasi igin asagidaki yol izlenir.

1. Standart Normal dagihimda (100 - p) inci yiizdelik bulunur (daha 6nce bunu gostermistik),

2

2. Yukarida bulunan yizdelidi agsagidaki formuilde u ve o= ikilisiyle birlikte kullanarak standart normal

dagihmdan N(u, 02) normal dagilimina geri dénus yapariz:

N(u, 6*) normal dagilimindaki Standart normal dagilimdaki

(100 - p) inci yizdelik =HF (100 - p) inci yiizdelik o

Ornek: “Assessment of Lifetime of Railway Axle” (Intl. J. of Fatigue, 2013: 40-46) akademik calismasinda
belirli bir baslangi¢ ¢atlak uzunlugu ve yenilenme déngu sayisina dair veriler toplanarak, nihai ¢atlak derinligi

X in ortalamasl 6,496 mm ve standart sapmasi 0,067 mm olan bir normal dagihma sahip oldugu

g6zlemleniyor. Bu sartlar altinda, bitln nihai ¢atlak derinliklerinin % 0,5 inin astigi ¢catlak derinligi nedir?

Normal Dagilim ve Kesikli Popiilasyonlar

Normal dagihmlar kesikli populasyonlara ait dederlerin dagiliminda siklikla kullanilirlar.

Ornek: Standart bir test ile bir popiilasyondaki bireylerin 1Q degerleri élgiiliiyor ve bu degerlerin ortalamasi
1 = 100 ve standart sapmasi ¢ = 15 olan bir normal dagilima sahip

oldugu saptaniyor. Rasgele secilen bir bireyin 1Q degerinin en az 125 o~
olma ihtimali nedir?

Normalde 1Q degerleri tamsayi oldugu igin olasilik dagiliminin kesikli
olmasi gerekir. Ancak normal dagihm egrisini, kesikli rasgele

degiskene ait histogram grafigine bir yakinsama olarak ele alabiliriz.




Density

X binom rasgele degiskeni icin ortalama ve standart sapma sirasiyla jiy = np ve oy = y/npq idi.

Yandaki sekilde tekrar sayisi n = 25 basari

015 olasihg p = 0,6 olan bir binom dagilimina sahip
0.16 _’_ X rasgele degiskeni igin c¢izilmis histogram
0.14 r grafigini gérmekteyiz. Bu durumda py = 15 ve
0.12 - __ oy = 2,449 olarak bulunur. Bu ortalama ve
* standart sapmaya karsilik gelen normal dagilim
0104 egrisi histogram grafigi Gzerendi yer almaktadir.
0.08 - * — Histogram grafigi biraz saga dogru kaymis olsada
Do \‘ bu hos gériilebilir ciinkii p # 0,5. Ancak cok ug
noktalarin disinda normal dagilim egrisi ve
0.04 histogram grafigi arasinda mikemmel bir uyumun
0.02 var oldugunu gérmekteyiz. Ornegin,
0.00 =+ T

5.0 7.5 10.0 125 150 175

P(X =10) = b(10;25, 0,6) = B(10;25, 0,6) — B(9;25, 0,6) = 0,021 olurken ayni hesaplamay!
normal dagihima goére yaptigimizda P(9,5 < X <10,5) = P(-2,25 <Z < —-1,84) =0,0207 olarak

bulunur.

Teorem: Kabul edelimki X basari olasiligi p olan bir binom rasgele degiskeni olsun. Eger binom olasiliklik
dagiimini gosteren histogram grafigi ¢ok fazla sola yada saga dogru yi§iimamissa, X rasgele degiskeni

U = np ortalamall ve 6 = y/npq standart sapmali bir normal dagilima sahiptir. Ayrica X in x = a olasi

degeri igin,

P(X < x) = B(x, n, p) ~ (standart normal dagilim egrisinin altinda ve x + 0,5 yiizdeliginin solunda kalan alan)

+0,5-—
PN il
\VIpPd

np > 10 ve ng = n(1 — p) > 10 oldugunda binom dagilimi altinda yeterince bir simetri olusacagindan
yukaridaki yakinsama anlamli olacaktir. Buradaki iddiamiz igin direk bir ispat vermek pek bir zor olacaktir.
Ancak ilerleyen kisimlarda gdrecedimiz ve ispatlayacagimiz Merkezi Limit Teoreminin bir sonucu olarak
yukaridaki teoremi ele alabiliriz. Bu yakinsama ile ilgili sunuda sdylemekte fayda: olasilik hesaplamalarinda
eskiden oldugu kadar kiymetli bir sonu¢ degil artik ¢linkd bilgisayar yazilimlari biylik # dederleri icin binom

olasihdini hesaplayabilmektedir.
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Ornek: Biiyiik bir Giniversitedeki 6grencilerin tamaminin %25 i ekonomik yardim almaktadir. Rasgele segilen

50 kisilik bir drneklemde yardim alan 6grencilerin sayisi X rasgele degdiskeni olsun.

X binom olasilik dagihmina sahiptir. Neden? Peki bu binom olasilik dagilimini normal dagilima yakinsatmak

saglikli olur mu?

p=%25=025= u =np =50(0,25) =12,5 > 10 ve ng = 50(0,75) = 37,5 > 10.

Bu durumda binom dagilima sahip X rasgele degiskeni 4 = 12,5 ortalamali ¢ = 3,06 standart sapmali bir

normal dagilima yakinsar diyebiliriz.

10+0,5 - 12,5
P(X < 10) = B(10; 50, 0,25) ~ @( Toc ) = ®(=0,65) = P(Z < — 0,65) = 0,2578
PG<X<15) =
ALISTIRMALAR

1. Standart normal dagilim tablosunu kullanarak asagidaki olasiliklar hesaplayiniz.

a. P0<Z<217) f. P(=2,50<Z<0)
b. PO<Z<1) g. P(Z<137)

c. P(=2,50 < Z <2,50) h. P(—=1,50 < Z <2,0)
d. P(|Z] <2,50) i. P(1,50 <2)

e. P(-1,50 <Z <2,00)

2. Standart normal dagilimda asagida belirtilen yizdelikleri bulunuz.
a. 91. yuzdelik, b. 9. ylzdelik, c. 75. ylzdelik, d. 25. ylzdelik, e. 6. ylzdelik

3. Asagidaki a degerleri igin z, noktasini bulunuz.

a. a = 0,0055 b.a = 0,09 c.a = 0,663

4. Kabul edelimki bir binayl ayakta tutan kolonlar Gzerindeki kuvvet X rasgele degiskeni olsun éyleki X

15,0 kips ortalamali ve 1,25 kips standart sapmali normal dagilima sahiptir. Asagidaki X e ait olasiliklari

hesaplayiniz:
a. P(X £ 15) e. P(X <17.5)
b. P(X < 15) f. P(14 <X L 18)
C. P(X > 10) g. P(lx—-15|1<3)

d.  PX > 10)
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a.
b.

C.

Mopedler (motor kapasitesi 50cm? altindaki kliglUk
motorsikletler) Avrupada gerek kullanim kolayligi ve gereksede
dusuk butceli olmalari sebebiyle olduk¢ca popdulerdirler.
“Procedure to Verify the Maximum Speed of Automatic
Transmission Mopeds in Periodic Motor Vehiclelnspections” (J.
of Automobile Engr., 2008: 1615-1623) makalesinde bir tir gug
testi (Rolling bench test, resimdiki gibi tekerin bir sistem
Uzerinde donmesi ile yapilan bir test) tanimlaniyor. Bu testin
sonuglarindan elde edilen veri ortalamasi 46,8 km/s ve

standart sapmasi 1,75 km /s olan bir normal dagilima sahip
oldugu ileri surlliyor. Rasgele segilen bodylesi bir motorsiklet
igin,

Maksimum hizinin en fazla 50 km /s olma ihtimali nedir?

Maksimum hizinin en az 48 km /s olma ihtimali nedir?

Maksimum hizinin ortalamadan en fazla 1,5 standart

sapma kadar sapma ihtimali nedir?

6. Bir yol yapimi asamasinda, asfalt karigimi asfalt dékim makinesine Uretim tesisinden kamyonlar
vasitasiyla tasinir.  “Modeling of Simultaneously Continuous and Stochastic Construction Activities for
Simulation” (J. of Construction Engr. and Mgmnt., 2013: 1037—-1045) makalesinde kamyonlarin tasima
sureleri X rasgele degiskeni olarak tanimlaniyor dyleki X ~ N(u = 8,46, 0 = 0,913) (degerler dakika
cinsinden).

a. Tasima slresinin en az 10 dakika olma ihtimali nedir? Bir kamyonun asfalt tasima stresi 10 dk fazla

olabilir mi?

b. Tasima suresinin 15 dakikadan fazla olma ihtimali nedir?

C. Tasima suresinin 8 ile 10 dakika arasinda olma ihtimali nedir?

d. Hangi ¢ degeri igin bltlin tagima sirelerinin %98 i [8,46 — ¢; 8,46 + c] araligindadir?

e. Rasgele dort tane tasima suresi segcildijinde, en az bir tanesinin 10 dakikayi asiyor olma ihtimali

nedir?

7. Sise mantari kesen iki makineden birinin Urettigi mantarlarin gaplari ortalamsi 3 cm ve standart sapmasi
0,1cm olan normal dagilima sahiptir. Digerinin Urettigi mantarlarin ¢aplari ise 3,04 cm ortalamali 0,02 cm
standart sapmali normal dagilima sahiptir. Bir sise mantarinin kullanilabilir olmasi i¢in ¢apinin 2.9 cm ile
3.1 cm arasinda olmasi yeterli olmaktadir. Hangi makine daha iyi Uretim yapmaktadir?

8. Presli metal borulardaki aginma hatasinin hata uzunluklar ortalamasi 30 mm ve standart sapmasi 7,8
mm olan bir normal dagilima sahip oldugu asagdidaki makalede ifade edilmektedir. [‘Reliability Evaluation
of Corroding Pipelines Considering Multiple Failure Modes and TimeDependent Internal Pressure” (J. of
Infrastructure Systems, 2011: 216-224)].

a. Hata uzunlugunun en fazla 20 mm olma ihtimali nedir?

b. Hata uzunlugunun 20 mm den az olma olma ihtimali nedir?

C. Hata uzunlugunun 75.ylzdelik degeri nedir?
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d. Hata uzunlugunun 15.yizdeligi nedir?
e. Hangi degerler dagilimin ortasindaki %80 lik pargay! en kiiclk %10 cuk ve en blylk %10 cuk hata

uzunlugundan ayirir?

9. Bir askeri kargo parasutinin otomatik agma cihazi parasit yerden 200 m yukarida iken agilacak sekilde
dizayn edilmistir. Parasutiin agilma yuksekligi ortalamasi 200 m ve standart sapmasi 30 m olan normal
dagilima sahiptir. Eger parasit 100 m den daha disUk bir ylkseklikte agilirsa kargolar hasar
gormektedir. Ugaktan birakilan 5 parasutten en az birinin tasidigi kargoda zarar olma olasihdi nedir?

10. Cinde belirli bir képrudeki araglarin hizlari normal dagilimla modellenmistir.

a. Eger araglarin %5 i 39,12 km/s den az hizla ve %10 u 73,24 km/s fazla hizla gidiyorsa, bu normal

dagihmin ortalamasini ve standart sapmasini bulunuz.

b. Rasgele segilen bir aracin hizinin 70 km/s den fazla olma ihtimali nedir?

C. Rasgele segilen bir aracin hizinin 50 ve 65 km/s arasinda olma ihtimali nedir?

Buradaki sorular sadece kuguk bir drneklem. Konuyu anlayana kadar ¢ok daha fazlasini ¢gézmeniz sizin igin

iyi olacaktir.

— “m—':
NORMALDISTRIBUSAURUS
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4.4 Ustel ve Gamma Dagilimlari

Bir normal dagihma ait yodunluk egrisi ¢an formundadir ve ortalamaya goére simetriktir. Ama pek cok
durumda ilgilendigimiz degdiskenin olasilik yodunluk fonksiyonlarina ait egriler saja yada sola yigiimis
olabilmektedir. Bu 6zelligi sergileyen dagilimlardan bir tanesi gamma dagilimidir. ilk olarak bunun ézel bir
turd olan Ustel dagilima odaklanacagiz.

Ustel Dagilimlar

Ustel dagilim ailesi miihendislik ve fen bilimlerinde gok genis bir kullanim alanina sahiptir.

Tanim: X rasgele degiskeni 4 > O parametreli Ustel bir dagilima sahiptir denir eger X in olasilik yogunluk

fonksiyonu asagidaki gibiyse

le™™ x>0

f(x;/l)={ 0 . dd.

Bu dagihmin beklenen degeri ve varyansi ise sirasiyla y = I

1
ve 62 = — dir. Peki neden?
/12

Ustel yogunluk grafikleri

Ustel dagilim igin olasilik yogunluk fonksiyonu kullanilarak kolayca asagidaki kiimlatif dagihm fonksiyonu
elde edilebilir:

0 x<0

l—e™ x=0

F(x; A) {

Ornek: “Probabilistic Fatigue Evaluation of Riveted Railway Bridges” (J. of Bridge Engr., 2008: 237-244)

makalesinde bir kopriniin birlesim noktalarindaki gerilim araliyi ortalamasi 6M Pa olan (stel dagihimla

modellenmistir. Kabul edelimki bu dogru bir modellenme olsun. Bu durumda
EX)=1/2=6= 1 =0,1667.

Gerilim araliginin en fazla 10M Pa olma ihtimal nedir?
P(X <10) = F(10; 0,1667) =1 — ¢~ ©166000) — 1 _ 189 = 0,811

PekiP <X <10)=7?
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Ustel dagiim genellikle ardigik olaylarin arasinda gegen gegen zamanin olasilik dagihmlarinin
modellenmesinde kullanilir. Ornegin, bir servisin misteriler tarafindan ziyaret edilmesi, bir santralla gelen
aramalar. Bunun sebebi Ustel dagihmin poisson dagilimi ile olan yakin iligkisidir.

Ustel dagilimlarin bir bagka énemli kullanim alani ise bir parganin yada maddenin émiir siiresinin olasilik
dagiliminin modellenmesidir. Bu kullanim alaninin popdlerligi Gstel dagihmlarin ~ zamansizlik 6zelligi dir
(‘'memoryless property” ). Yani olasilik dagilimi gegmisinden bagimsizdir. Yani dilediginiz herhangi bir ani

t =0 olarak kabul edebilirsiniz. Bu 6zellige sahip sadece iki tane dagilim vardir bunlardan bir digeri ise

geometrik dagilimdir.

Bu 6zelligi matematiksel olarak ifade etmek istersek eger
Hers,t € Rigin P(X >s+t|X >t)=P(X > s).

Bu o6zelligi temsil eden akilda kalici en iyi 6rnek hilesi bir madeni paranin atilmasi deneyidir. Paranin onceki
atiglarda neyle sonuglandiginin bir Gnemi yoktur. Her bir atista yazi tura gelme ihtimali daime 1/2 dir.

Kabul edelimki bir parganin émur siiresi A parametreli Gstel bir dagilima sahip olsun. Bu parganin kullanima
baslamasindan sonra ¢, suresi gegiyor ve gelip kontrol ettijimizde parga halen daha galigiyor. Parganin ¢
saat daha bozulmadan calisma ihtimali nedir? Matematiksel olarak istenen olasili§i yazacak olursak,

PX >t+ t0|X > 1) olasihgini bilmek istiyoruz. Kosullu olasilik tanimindan dolayi:

PI(X=t+ 1) N (X =1y)]
P(X =1,

PX=t+1t,|X=1) =

Paydaki X > 1, olay! gereksidir ¢inkii her iki olayda ancak ve ancak X >t + £, in gergeklesmesiyle

muUmkun olur. Boylece

PX=1+1) 1—Fi+i1;A)

—At

PX=t+1|X=1) =

olurve P(X >t + 13| X > 1)) = P(X > t) oldugunu elde ederiz.

Ekstra émilir stiresinin olasilik dagilimi émdr sdresinin orijinal olasilik dagiliminin tamamiyle aynisidir. Yani
geriye kalan émriin olasilik dagilimi yastan bagimsizdir.
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Gamma Fonksiyonu ve Gamma Dagilimi

Gamma dagihimlarina baslamadan 6nce matematigin pek ¢ok alaninda 6énemli bir yere sahip olan gamma
fonksiyonunu tanimlayalim.

o0
a > 0 olmak tzere, ['(a) = Jx“_le_xdx fonksiyonuna gamma fonksiyonu denir. Bu fonksiyona ait bazi
0

Onemli 6zellikler agagdidaki gibi listelenebilir:
1. Hera > ligin, I'(a) = (¢ — DI'(a — 1),
2. Hern €Nigin,I'(n) = —1)!

3. T(1/2) =/
xa—le—x > 0
fx,a) = Ll 7~
0 ; dd

Yukarida tanimlanan f fonksiyonu bir olasilik yogunluk fonksiyonu mudur?

Tanim: Sirekli rasgele degisken X gamma dagilimina sahiptir denir eger X igin olasilik yogunluk fonksiyonu

asagidaki fonksiyon olarak tanimlaniyorsa: @ > 0 ve f# > 0 olmak (izere,

xa—l—x/p >0
fia,py=1 Fr@ =
0 : dd.

S = 1 olmasi durumunda X stirekli rasgele degiskeni standart gamma dagilimina sahiptir denir.

a = 1 ve f = 1/1 olmasi durumunda gamma dagilimi Ustel dagilima karsilik gelir.

fxa, B) fa,)

=2,B=
1.0 /a 1.0 -
o
e

(ST

=1,B=1
a=2,8=2

0.5 -

e a=2,B=1

(@) Gamma yogunluk egrisi; (b) standart gamma yogunluk egrisi
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SGD igin eder @ < 1 olursa f(x; a) kesinlikle azalan bir fonksiyon olur. Eger @ > 1 olursa f (x; ) orijinden
bir mutlak maksimum noktasina dogru artan olurken sonrasinda azalan 6zellik sergiler. # parametresi bir

Olcek parametresi iken a ise yodunluk egrisinin seklini aldigi degerlerle etkileyen sekil parametresidir.

Yukaridaki grafikleri incelediginizde bu iligkiyi rahatlikla gézlemleyebilirsiniz.

f(x;a, f) gamma dagilimina sahip X rasgele degiskeni igin ortalama ve varyans asagidaki gibidir:
EX)=p=ap
Var(X) = 6% = af?
Eger X standart gamma rasgele degiskeni ise (yani f = 1), X in kimdlatif dagilim fonksiyonu asagidaki

sekilde tanimlanir:

X -1

ye?
Fx; a) = J dy x>0

o '@

Bu fonksiyon literatirde tam olmayan gamma (the incomplete gamma function) fonksiyonu olarak

adlandirilir. Hatta bazi kaynaklarda paydadaki I'(a) yer almaz. Bu fonksiyonun aldigi degerlerden olugan bir

Gamma Tablosu vardir ve asagida ise kiiglk bir kismi paylasiimaktadir.

Table A.4 The Incomplete Gamma Function Tl

F(x; a) =J “levd
T ¢

e 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1 632 264 080 019 004 001 000 000 000 000
2 865 594 323 143 053 017 005 001 000 000
3 950 801 577 353 185 084 034 012 004 001
4 982 908 762 567 371 215 111 051 021 008
5 993 960 875 735 560 384 238 133 068 032
6 998 983 938 849 715 554 394 256 153 084
7 999 993 970 918 827 699 550 401 271 170
8 1.000 997 986 958 900 809 687 547 407 283
9 999 994 979 945 884 793 676 544 413
10 1.000 997 1990 971 933 870 780 667 542
11 999 995 985 962 921 857 768 659
12 1.000 998 992 980 954 911 845 758
13 999 996 989 974 946 900 834
14 1.000 998 994 986 968 938 891
15 999 997 992 982 963 930

Tam olmayan gamma fonksiyonu tablosu
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Ornek: “The Probability Distribution of Maintenance Cost of a System Affected by the Gamma Process of
Degradation” (Reliability Engr. and System Safety, 2012: 65-76) akademik calismasi gostermekteki
yipranma, surtinme, korozyon gibi bozulmalari modellemek igcin gamma dagdilimi oldukca sik

kullaniimaktadir. Kabul edelimki X rasgele degiskeni belirtir tiir bozulmanin (degradation) miktarini temsil

ediyor olsun ve @ = 2 olmak lzere X standart gamma dagihmina sahip olsun. Oyleyse agagidaki olasilig

hesaplayiniz.
P(3<X<5)
PX > 4)

Teorem: Kabul edelimki X rasgele degiskeni (a, /) parametreli standart olmayan bir gamma dagilimina

sahip olsun. Bu durumda her x > 0 igin X in kiimulatif dagihm fonksiyonu

P(X <x) = F(a:a.p) = F(%;oo

oyleki F( - ; o) tam olmayan gamma fonksiyonudur.

Ornek: 240 rads’lik gamma radyasyonuna maruz kalmis fareler arasindan rasgele secilen erkek bir farenin
hayatta kalma stiresi hafta cinsinden X rasgele degiskeni olarak tanimlansin. @ = 8 ve f = 15 olmak

Uzere X gamma dagilimina sahiptir. (Bu veri Survival Distributions: Reliability Applications in the Biomedical
Services, by A. J. Gross and V. Clark, makalesinde alinmig ve makaledeki gamma dagiliminin degerleri tam

olaraka =~ 8,5 ve [ ~ 13.3 olarak degerlendirilmistir.)

Ortalama yasam suresi E(X) = aff = 8 - 15 = 120 haftadir
Var(X) = af? = 8 - 152 = 1800 ve standart sapma oy = /1800 = 42,43 hafta olur.

P60 <X <120) =

P(X >30) =

Peki bu olasiliklart X ~ N(120, 1800) olmasi durumu igin inceleyelim. Acaba normal dagilimi gamma

dagilimi yerine bu ¢alismada kullanilabilir miydi?
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5. NOKTA VE GUVEN ARALIGI TAHMINi

5.1 Nokta Tahmini

istatistiksel ¢ikarimlar bir yada birden fazla popiilasyon karakteristigi igin sonuglar bulmayi gerektirebilir.
Bunu yapabilmek igin arastirmaci ¢alismaya dahil edilen her populasyondan bir érneklem data elde eder ve

galismanin sonuglarini bu érneklem Uzerinden elde edilen gikarimlar olur. Ornegin, u yari iletken plakalar
Uzerindeki kablo baglantilarinin kiriim direnglerinin ortalamasi olsun. Bu ortalamayi tahmin edebilmek igin,
rasgele n=10 tane kablo baglantisi segilir ve herbirinin kopma direnci 6l¢ilir. Kabul edelimki bu élgimler

X{, ... ,X,olsun. Bu 6érneklemin aritmetik ortalamasi X ile popilasyon ortalamasi y hakkinda bir tahminde

bulunabiliriz. Ayni drneklem igin 52 varyansiylada populasyon varyansi 6% hakkindada bir tahminde

bulunabilir.
Tanim: Bir poptlasyona ait @ parametresi igin nokta tahmini berilen bir érneklem verisi Gzerinden @ igin

hesaplanan makul bir degerdir.

Ornek: Bir otomobil iireticisi eskisine gére daha dayanikli bir tampon gelistirmistir. Firma bu yeni tamponu 25
tane kontrolli duvara ¢carpma testinde kullanmis ve pu testlerin herbirinde ayni model ara¢ 20 km hizla

duvara garpmistir. Bu deney igin X rasgele degiskeni garpma neticesinde hasara sahip olmayan araglarin

sayisi olsun. Burada carpisma neticesinde zarar gérmeyen araglarin orani p tahmin etmek istedigimiz

X ;
parametre olsun. p igin bir nokta tahmini gergeklestirelim p = — — p =~ 15/25 = 0,6. Orneklemin nasil
n

secildigi ve ne kadar buyuk yada kiguk oldugu bu tahmini degeri degistirebilmektedir.

Ornek: Epoxy resin maddesinin yalitkanlik esik degeri igin 20 tane gdzlem yapilmis ve yalitkanligin son
buldugu voltaj degerleri agagidaki veriyi olusturmaktadir.

2446 25.61 2625 2642 26.66 27.15 2731 2754 27774 2794
2798 28.04 28.28 28.49 2850 28.87 29.11 29.13 29.50 30.88

Bu veriyi normal dagilim ¢izimi ile grafiklestirdigimizde dogrusal bir grafik elde edilmektedir. Buda gosteriyorki
verinin dagihmini modellemede normal dagihm kullanilabilir. Bu normal dagihmin ortalamasi g olsun.
Normal dagilimlar 4 ye goére simetrik bir dagihm oldugundan g yi verinin medyani mod degeri aritmetik

ortalamasi vs alabiliriz. Simdi y igin alternatif bir kactan nokta tahmini yapalm.
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Tahmin edici Tahmin

m = 1 = =~ X = =
Orneklem ortalamasi X = — Z X; p~ X =555,6/20 =27,793
n

i=1

Orneklem Medyan X ur~X=(2794+27,98)/2 =27,96
[min(x;) + maks(x;)]/2 u ~ (24,46 + 30,88)/2 = 27,67
Xtr(lO) j Ky = 555,86 — (24,46 + 215:1 +29.50 +30.88) _ 27838

%10 luk en kiglk ve en blylk degerlerin
dislanmasiyla elde edilen ortalama

Burada farkli merkezi 6l¢ciimlerle popullasyon ortalamasi ¢ yu tahmin etmeye ¢alistik. Hangi tahminin g niin
gercek degerine daha yakin oldugunu ise sadece i yi bimemiz halinde sdyleyebiliriz. Ancak hangi tahmin

edicinin daha optimal oldugunu séylemek mimkuandir.

Odev: Yukarida érnekte poplilasyon varyansi igin nokta tahmininde bulununuz.
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5.2 Giiven Araliklarinin Temel Ozellikleri

Nokta tahmini tek bir sayi olarak istatistiksel manada bir 6nem tasimaz c¢tinkii érneklemler rasgele secilmis
olabilir. ®rnegin bir kayit havlunun dayaniklilik deneyinde 6rneklem ortalamasi X = 9322,7 ise popiilasyon
ortalamasi u ~ X = 9322,7 olarak tahmin edilebilir. Ancak = X esitliginin saglaniyor olmasi imkansiza
yakin bir ihtimaldir. Dolayisiyla tahmin edilecek parametre icin bir tek deger yerine bu parametrenin hangi

deger araliginda ylizde kag ihtimalle bulunabilecegini sdylemek ¢ok daha zekice bir yaklasim olur. Bu tiirden
araliklara s6z konu parametrenin guven araligi denir.

Glven araliklarinin temel konsepti ve Ozellikleri her ne kadar gercek¢i olmasada basit bir probleme
odaklanarak anlatmak kolay olacaktir. Kabul edelimki ilgilendigimiz parametre popllasyon ortalamasi u

olsun ve
(a) Popullasyon normal dagilima sahip,

(b) Popllasyon standart sapmasi o biliniyor olsun.

Popllasyon dagiliminin normal olmasi siklikla bir kablldir ancak g bilmiyorken ¢ nun biliniyor olmasi

mantiksiz bir kabiildiir giinkii 62 = E(X?) — u? dir.

Ornek: Ergonomi {izerine ihtisaslasmis endiistri miihendisleri rahatlik ve yiiksek (iretkenligi basarmak igin
calisma alanlari ve bu alanlarda kullanilan ekipmanlar ile ilgili arastirma ve gelistirmeler yapmaktadirlar.
“Studies on Ergonomically Designed Alphanumerical Keyboards, Human factors, 1985, 175-187”
makalesinde 6nkol-bilek destekli klavyenin ytksekligi ile ilgili bir arastirma yer almaktadir. Bu arastirmada

n = 31 tane klavye kullanici bir 6rneklem olarak segilmis ve 6rneklemdeki kisilerin yiikseklik tercihlerinin
ortalamasi X = 80 cm olarak bulunmustur. Kabul edelimki tercih edilen klavye yiikseklikleri normal dagilima

sahip olsun ve bu dagihmin standart sapmasi ise ¢ = 2,0 cm olarak hesaplanmig olsun. Bu durumda

_ c
X ~ N(u,——) olur. Popllasyon ortalamasi y igin %95 lik gliven araligi asagidaki gibi hesaplanir.
n

Bir bagka deyisle u igin dyle bir aralik yazinizki 4 nin bu aralikta olma ihtimali %95 olsun.

95%

2.5% 2.5%

%=1

X—u
P(196 < Z =

< 1,96) = 0,95 olur. Burada p yalniz birakilacak olursa
c/\/n

= PR-1,96-2 <u<X+1,96-2)=0095.
\n \n
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_ c - o
Bu durumda y igin %95 lik giiven araigi (X — 1,96—, X + 1,96——) = (79,3; 80,7) olarak bulunur.
n n

Bu drnekte yapmis oldugumuz guiven araligi galismasini genelleyecek olursak:

zcurve

Bir populasyonun ¢ standart sapmasini bildigimiz normal dagihminin popdilasyon ortalamasi p igin

% 100(1 — ) lik gtiven araligi
_ c - o
X=Zyp— X+Z,p—)

NG NG
olarak ifade edilir.
c
Boylesi bir giiven araliginin uzunlugu w = 2Z,,,—— dir. Eger giiven araliginin verilen bir uzunlugu icin

n

orneklem buyUkliguini belirlemek gerekirse yukaridaki esitlikte n yi yalniz birakmak yeterli olacaktir, yani

2
(0}
w
Giiven araliginin genel tanimi

Ele alinan popiilasyona ait bir & parametresi igin X, ..., X, bir 6rneklem olsun. Kabul edelimki asagidaki iki
Ozelligi saglayan bir rasgele degisken var olsun:

(1) Ove X, ..., X, bir fonksiyonu olsun,

(2) Olasilik dagilimi @ yada bir baska parametreye baglh olmasin.

Bahsi gegen rasgele degiskeni (X, ..., X,; @) fonksiyonu olarak tanimlayalim.

Ornegin, bu poplilasyon ¢ (biliniyor) standart sapmali ve @ = p ortalamal bir normal dagiima sahipse

h(Xp,....X,;0) =

olarak alinabilir ve bu rasgele degisken yukaridaki iki 6zelligi saglar. Her ne
oc/\/n

kadar burada & fonksiyonu y ye bagl olsada p niin alacagi degerden bagimsiz olan bir normal dagilima
sahiptir.

Herhangi bir 0 < a <1 i¢in P(a £ h(X,,...,X,;0) <b)=1—a olacak sekilde bir a ve b alt-st
sinirlarini bulmak mimkinddr. (2) numarali 6zellikten dolayr bu a ve b alt-tst sinirlari @ ya bagl degildir.

Ayrica h(X,, ..., X,;0) ~ N(X,6/4/n)  oldugu igin P(a < h(X,,...,X,;0) <b)=1—a esitigi 0
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yalniz birakilacak sekilde manipiile edildiginde P(I(X,,...,X,) <0 <u(X;,...,X,)) =1—a gibi bir

olasilik bulunur. Burada I(X, ..., X,) ve u(Xj, ..., X,) degerleri @ nin % 100(1 — a) ik giiven arahiginin

alt ve Ust sinir degerlerini tanimlar.

- o _ c
Dagilimin normal oldugu durumlarda [(X|,...,X,)=X—-Z, ,— ve u(X;,....X,)=X+2Z,,—
n n

oldugunu gérmustik.

Ornek: Teorik bir modele gére, belirli bir voltaj degerine ulasildiginda elektrotlarin arasindaki izolasyon

sivisinin bozulma slresi A parametreli Ustel dagilima sahiptir. #n = 10 tane gézlemden olugan rasgele bir

orneklem asagidaki gibi verilmistir:

X, =41.53,x, = 18.73, x; = 2.99, x, = 30.34,
xs = 1233, x, = 117.52, x, = 73.02, x4 = 223.63, x, = 4.00, x,, = 26.78.

A ve ortalama bozulma slresi igin %95 lik gliven araligini yaziniz.

Kabul edelimki A(X,,...,X,;4) = 2/12)(1- olsun. Bu parametrenin ;(2 dagiimina sahip oldugunu ve

dzgunlik derecesinin 2n = 20 oldugunu gérebiliriz. ilgili tablo kullanildiginda n = 10 igin

P(9,591 <24 ) X, < 34,170) = 0,95 <> P (9,591/22 X; <24 < 34,170/22)(,.) =0,95

Z X; = 550,87 = Aigin %95 lik giiven arahgi (0,00871;0,03101) olur.

Ustel dagilimin beklenen degeri u = 1/ igin %95 lik giiven arahgi ise

XX XX
P <u=1/2 <—— ) = 0,95 olur ve boylece (32,24; 114,87) olarak bulunur.
34,170 9,591

97



5.3 Biiyiik Orneklemler icin Giiven Aralig

Ortalamasi p ve standart sapmasi o olan bir popiilasyondan X, ..., X, 6rneklemi rasgele segilmis olsun. n

nin yeterince blylk oldugu durumlarda, merkezi limit teoremi popilasyon dagilimi ne olursa olsun, X in
olasilik dagiliminin normal oldugunu séyler.

X—p

Bu durumda Z =

rasgele degiskeni standart normal dagilima sahiptir ve

o\/n

P(-Z,, £Z<Z,,)=1—aolr.

a

a degiskeni yaklasik olarak normal dagilima sahiptir. i icin
o\/n

Theorem: EgJer n yeterince buyiikse, Z =

_ s _ s
% 100(1 — a) ik given aralg: (X— Z,p—, X+ Za,2—> olur. Bu formil popilasyon dagiliminin
n n

seklinden bagimsizdir.

Not: Burda o genellikle bilinemediginden varsayimlardan kurtulmak igin popllasyon standart sapmasi o

yerine 6rneklem standart sapmasi s kullaniimistir.
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Ornek: Her zaman bir Porsche araban olsun istemez miydin?
Yazar belkide en ucuz model olan Boxster a gucunin
yetecegini disinmis ve www.cars.com websitesinde yaptidi
arama neticesinde 1113 tane ilan listelenmistir ve fiyatlar 3499%
dan 130000%$ a kadardir. Bu araglar igerisinden rasgele segilen
50 gb6zlemden olusan bir 6érneklemdeki araglarin km leri
asagidaki gibi listelenmistir:

2948 2996 7197 8338 8500 8759 12710 12925
15767 20000 23247 24863 26000 26210 30552 30600
35700 36466 40316 40596 41021 41234 43000 44607
45000 45027 45442 46963 47978 49518 52000 53334
54208 56062 57000 57365 60020 60265 60803 62851
64404 72140 74594 79308 79500 80000 80000 84000

113000 118634

Bu dérnekleme ait kutu grafigi asagidaki gibidir.

} } } } . f—> Mileage

T I T T I
0 20000 40000 60000 80000 100000 120000

Grafik 6rneklemdeki degerlerin simetrik bir sekilde dagildigini séylemektedir. Orneklemi 6zetlemek gerekirse,
n = 50, érneklem ortalamasi X = 45679,4 km, 6rneklem medyani ¥ = 45013,5 km ve 6rneklem standart

sapmasi s = 26641,675 km dir. Buna gore poptlasyon ortalamasi y igin %95 lik gliven araligi

26,641.675

45,6794 = (1.96)(
V50

) = 45,679.4 = 7384.7
= (38,294.7, 53,064.1)
olarak bulunur. Orneklem buy(kligi bizim belirledigimiz sinirda olsa dahi iyi bir tahminde bulunacak kadar

biylk degildir. Bu sebeblede buldugumuz giiven araligi oldukca genis bir araliktir.

Peki Orneklem yeterince biiyiik degilse?
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T-DAGILIMLARI

Teorem: X, u ortalamall normal dagilima sahip bir populasyondan alinan n buyukligindeki bir drneklemin

ortalamasi olsun. T = rasgele degiskeni (n — 1) . dereceden t-dagilimina sahiptir.

s/\/n

Burada T =

notasyonu standart normal dagihimda olmadigimizi vurgulamak igin Z yerine
s/\/n

kulaniimigtir (n < 50).

Normal dagilimlar 4 ve ¢ parametrelerine bagliyken f-dagilimlari 6zglrlik derecesi olarak adlandiracagimiz

v = n — 1 parametresine baglidir..

T-daqgilimlarinin 6zellikleri

S t,, v 6zglrlik dereceli --dagihmini géstermek igin kullanilr,
as  Herbir £, egrisi gan egrisi formundadir ve 0 | merkez kabul eder,
€ v kiclldikge t, egrisi daha gok etrafa yayilir ve tepe noktasi algalir,

¥ v > oo iken t-dagilimi standart normal dagilima yakinsar.

zcurve

125 curve

I5curve

/tv curve
|
ﬁ\<5haded area = «
1 [

1
|
|
|
|
|
|
|
|
1
|
|
|
i
0

Teorem: y ortalamali normal dagilima sahip bir populasyondan rasgele secilen n buyuklugindeki bir

orneklemin ortalamasi X ve standart sapmasi s olsun. Popiilasyon ortalamasi 4 igin % 100(1 — &) lik giiven

_ s o s
arahgr | X — 1,0 po1—=> X+ 1yp,1—= | olur.
n n
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Ornek: Genellikle yapi iglerinde sidla agaci kerestesine olan talep azalsada saglam ve kati kalaslara olan
ihtiyaclarda talepler karsilanamamaktadir. Bir akademik makaleye gére, bir tir lazer ile Uretim ve ve test
asamalarinda sidla agaci kerestelerine puan verilmektedir. Asagida bununla ilgili bir veri verilmektedir.

6807.99 7637.06 6663.28 6165.03 6991.41 6992.23
6981.46 7569.75 7437.88 6872.39 7663.18 6032.28
6906.04 6617.17 6984.12 7093.71 7659.50 7378.61
7295.54 6702.76 7440.17 8053.26 8284.75 7347.95
7422.69 7886.87 6316.67 7713.65 7503.33 7674.99
A R
8000 ©
(@]
" 5000 °
= 7500 - o
o (o]
= 7000 0000
£ o®
5] (o]
195} R 0©
6500 —
(@]
6000 - © _
| | | I I g
2 -1 0 1 2

Theoretical Quantiles

Normal Dagilim Grafigi

Verilen bu 30 gézlemden olusan 6rneklemin ortalamasi X = 7203,191 ve standart sapmasi s = 543,54.

X;

X, - Xy
ve § = ——m
n n

Formuller: X =

M icin %90 hk guven araligini hesaplayiniz.

Burada 6rneklem yeterince biyik olmadigi igin (n < 50) v =n — 1 =29 6zgirlik dereceli t-dagilimi
kullanilacaktir.
1 - = 0,95 > a = 0,05 = ta/z’v = to’ozs; 29 = 2,045

_ s - s 543,54 543,54
X—typp—=> X+t 1— | = 7203,191 — 2,045 ,7203,191 + 2,045
T /n T /n

) = (7000,253; 7406,129)
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Table A.8

t Curve Tail Areas

t curve Area to the
/\ighif ¢

| 1

0 t

t

P 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18

0.0 500 .500 .500 500 .500 .500 .500 .500 .500 .500 .500 .500 .500 .500 .500 .500 .500 .500
0.1 468 465 463 463 462, 462 462 461 461 461 461 461 461 461 461 461 461 461
0.2 A37 430 427 426 425 424 424 423 423 423 423 422 422 422 422 422 422 422
0.3 407 396 392 390 388 .387 386 .386 .386 385 .385 385 .384 384 .384 384 .384 .384
0.4 379 364 358 355 353 352 351 .350 .349 349 348 348 348 347 347 347 347 347
0.5 352 333 326 322 .319 317 316 315 315 314 313 313 313 312 .312 312 312 312
0.6 328 305 295 290 287 .285 284 .283 .282 281 .280 .280 .279 .279 279 278 278 .278
0.7 306 278 267 261 258 255 253 252 251 250 .249 249 248 247 247 247 247 246
0.8 285 254 241 234 230 227 225 223 222 221 .220 .220 .219 218 218 218 217 217
0.9 267 .232 217 210 205 201 199 .197 .196 .195 .194 .193 .192 .191 .191 .191 .190 .190
1.0 250 211 196 187 .182 178 175 173 172 170 .169 .169 .168 .167 .167 .166 .166 .165
1.1 235 193 176 167 162 157 154 152 .150 .149 .147 .146 .146 .144 144 144 143 .143
1.2 221 177 158 148 142 138 135 132 130 .129 .128 .127 .126 .124 .124 124 .123 .123
1.3 209 162 142 132 125 121 117 115 113 111 110 109 .108 .107 .107 .106 .105 .105
14 197 148 128 117 110 .106 .102 .100 .098 .096 .095 .093 .092 .091 .091 .090 .090 .089
1.5 187 136 .115 .104 .097 .092 .089 .086 .084 .082 .081 .080 .079 .077 .077 .077 .076 .075
1.6 178 0125 104 .092 .085 .080 .077 .074 .072 .070 .069 .068 .067 .065 .065 .065 .064 .064
1.7 169 (116 .094 082 .075 .070 .065 .064 .062 .060 .059 .057 .056 .055 .055 .054 .054 .053
1.8 161 (107 .085 .073 .066 .061 .057 .055 .053 .051 .050 .049 .048 .046 .046 .045 .045 .044
1.9 154 .099 077 065 .058 .053 .050 .047 .045 .043 .042 .041 .040 .038 .038 .038 .037 .037
2.0 148 .092 .070 .058 .051 .046 .043 .040 .038 .037 .035 .034 .033 .032 .032 .031 .031 .030
2.1 141 085 .063 .052 .045 .040 .037 .034 .033 .031 .030 .029 .028 .027 .027 .026 .025 .025
2.2 136 .079 .058 046 .040 .035 .032 .029 .028 .026 .025 .024 .023 .022 .022 .021 .021 .021
23 131 .074 .052 .041 .035 .031 .027 .025 .023 .022 .021 .020 .019 .018 .018 .018 .017 .017
24 126 .069 .048 .037 .031 .027 .024 .022 .020 .019 .018 .017 .016 .015 .015 .014 .014 .014
2.5 A21 .065 .044 033 .027 .023 .020 .018 .017 .016 .015 .014 .013 .012 .012 .012 .011 .011
2.6 117 .061 .040 .030 .024 .020 .018 .016 .014 .013 .012 .012 .011 .010 .010 .010 .009 .009
2.7 A13.057 .037 .027 .021 .018 .015 .014 .012 .011 .010 .010 .009 .008 .008 .008 .008 .007
2.8 109 .054 034 .024 .019 016 .013 .012 .010 .009 .009 .008 .008 .007 .007 .006 .006 .006
2.9 106 .051 .031 .022 .017 .014 .011 .010 .009 .008 .007 .007 .006 .005 .005 .005 .005 .005
3.0 102 .048 .029 .020 .015 .012 .010 .009 .007 .007 .006 .006 .005 .004 .004 .004 .004 .004
3.1 099 .045 .027 .018 .013 011 .009 .007 .006 .006 .005 .005 .004 .004 .004 .003 .003 .003
3.2 096 .043 .025 016 .012 .009 .008 .006 .005 .005 .004 .004 .003 .003 .003 .003 .003 .002
3.3 094 .040 .023 015 .011 .008 .007 .005 .005 .004 .004 .003 .003 .002 .002 .002 .002 .002
34 091 .038 .021 .014 .010 .007 .006 .005 .004 .003 .003 .003 .002 .002 .002 .002 .002 .002
3.5 089 .036 .020 .012 .009 .006 .005 .004 .003 .003 .002 .002 .002 .002 .002 .001 .001 .001
3.6 086 .035 .018 .011 .008 .006 .004 .004 .003 .002 .002 .002 .002 .001 .001 .001 .001 .001
3.7 084 .033 .017 .010 .007 .005 .004 .003 .002 .002 .002 .002 .001 .001 .001 .001 .001 .001
3.8 082 .031 .016 .010 .006 .004 .003 .003 .002 .002 .001 .001 .001 .001 .001 .001 .001 .001
3.9 080 .030 .015 .009 .006 .004 .003 .002 .002 .001 .001 .001 .001 .001 .001 .001 .001 .001
4.0 078 .029 .014 .008 .005 .004 .003 .002 .002 .001 .001 .001 .001 .001 .001 .001 .000 .000
(continued)
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Area to the

tcurve
/\:ghzf ¢
| 1
0 t
t
AN 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 35 40 60 120 »(=7z)
0.0 | .500 .500 .500 .500 .500 .500 .500 .500 .500 .500 .500 .500 .500 .500 .500 .500 500
0.1 461 461 461 461 461 461 461 461 461 461 461 461 .460 .460 .460 .460 460
0.2 422422 422 422 422 422 422 422 421 421 421 421 421 421 421 421 421
0.3 384 384 384 383 383 .383 383 383 .383 .383 .383 .383 .383 .383 .383 .382 382
0.4 347 347 347 347 346 346 346 346 346 346 346 346 346 346 345 345 345
0.5 311 311 311 .31 .31 311 311 311 311 310 310 310 310 310 .309 .309 .309
0.6 278 278 278 277 277 277 277 277 277 277 277 277 276 276 275 275 274
0.7 246 246 246 246 245 245 245 245 245 245 245 245 244 244 243 243 242
0.8 217 217 216 216 216 .216 216 .215 215 .215 215 215 .215 214 213 .213 212
0.9 190 .189 .189 .189 .189 .189 .188 .188 .188 .188 .I188 .188 .187 .187 .186 .185 .184
1.0 165 (165 (164 (164 164 164 163 .163 .163 .163 .163 .163 .162 .162 .161 .160 .159
1.1 A43 0 .142 0 142 142 141 141 141 (141 (141 140 .140 .140 .139 .139 .138 .137 136
1.2 A220 0122 122 121 121 121 121 0120 .120 .120 .120 .120 .119 .119 117 .116 115
1.3 105 104 104 .104 .103 .103 .103 .103 .102 .102 .102 .102 .101 .101 .099 .098 .097
14 080 .089 .088 .088 .087 .087 .087 .087 .086 .086 .086 .086 .085 .085 .083 .082 .081
1.5 075 075 074 074 074 .073 .073 .073 .073 .072 .072 .072 .071 .071 .069 .068 067
1.6 063 .063 .062 .062 .062 .061 .061 .061 .061 .060 .060 .060 .059 .059 .057 .056 .055
1.7 053 .052 .052 .052 .051 .051 .051 .051 .050 .050 .050 .050 .049 .048 .047 .046 .045
1.8 044 043 .043 043 .042 .042 .042 .042 .042 .041 .041 .041 .040 .040 .038 .037 .036
1.9 | 036 .036 .036 .035 .035 .035 .035 .034 .034 .034 .034 .034 .033 .032 .031 .030 .029
2.0 | .030 .030 .029 .029 .029 .028 .028 .028 .028 .028 .027 .027 .027 .026 .025 .024 .023
2.1 025 .024 .024 .024 .023 .023 .023 .023 .023 .022 .022 .022 .022 .021 .020 .019 018
2.2 020 .020 .020 .019 .019 .019 .019 .018 .018 .018 .018 .018 .017 .017 .016 .015 014
2.3 016 .016 .016 .016 .015 .015 .015 .015 .015 .015 .014 014 .014 .013 .012 .012 011
24 013 .013 .013 .013 .012 .012 .012 .012 .012 .012 .012 .011 .011 .011 .010 .009 .008
2.5 011 .011r .010 .010 .010 .010 .010 .010 .009 .009 .009 .009 .009 .008 .008 .007 .006
2.6 .009 .009 .008 .008 .008 .008 .008 .008 .007 .007 .007 .007 .007 .007 .006 .005 .005
2.7 .007 .007 .007 .007 .006 .006 .006 .006 .006 .006 .006 .006 .005 .005 .004 .004 .003
2.8 006 .006 .005 .005 .005 .005 .005 .005 .005 .005 .005 .004 .004 .004 .003 .003 .003
29 005 .004 .004 .004 .004 .004 .004 .004 .004 .004 .004 .003 .003 .003 .003 .002 .002
3.0 .004 .004 003 .003 .003 .003 .003 .003 .003 .003 .003 .003 .002 .002 .002 .002 .001
3.1 .003 .003 .003 .003 .003 .002 .002 .002 .002 .002 .002 .002 .002 .002 .001 .001 .001
3.2 002 .002 .002 .002 .002 .002 .002 .002 .002 .002 .002 .002 .001 .001 .001 .00I .001
3.3 002 .002 .002 .002 .002 .001 .001 .001 .001 .001 .001 .001 .001 .001 .001 .00l .000
34 .002 .001 .001 .001 .001 .001 .001 .001 .001 .001 .001 .001 .001 .001 .001 .000 .000
3.5 .001 .001 .001 .001 .001 .001 .001 .001 .001 .001 .001 .001 .001 .001 .000 .000 .000
3.6 .001 .001 .001 .001 .001 .001 .001 .001 .001 .001 .001 .001 .000 .000 .000 .000 .000
3.7 .001 .00 .001 .001 .001 .001 .001 .001 .000 .000 .000 .000 .000 .000 .000 .000 .000
3.8 .001 .001 .001 .000 .000 .000 .000 .000 .000 .000 .000 .000 .000 .000 .000 .000 .000
3.9 .000 .000 .000 .000 .000 .000 .000 .000 .000 .000 .000 .000 .000 .000 .000 .000 .000
4.0 .000 .000 .000 .000 .000 .000 .000 .000 .000 .000 .000 .000 .000 .000 .000 .000 .000
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Ornek: Akademik bir makaleden alinan

[R.]
N
(3]

213 228 170 298 210 255 16.0 209 195

Orneklemi bir sosisteki yag oraninin ylzdesidir. Popllasyon ortalamasi igin %95 lik gliven araligini bulunuz.

$¢ Uygulamalarin pek cogunda esas olan bir degiskenin tanimladigi ortalamayi yaklagik olarak
hesaplamaktan ziyade degiskenin alacagi degeri tahmin etmektir.

Teorem: Normal dagilima sahip bir populasyondan secilen n buyukligundeki bir 6rneklemdeki tek bir deger
i ) - L 1y
icin % 100(1 — a) guvenaraigi { X —1,/5 157/ 1 +—, X+1,,,.154/1+— | di

’ n ’ n

Ornek: Yukaridaki dérnekte bir sosisin yag oraninin %95 lik giiven araligini bulunuz.

Buldugunuz bu aralik karar vermenizde yardimci olabilecek kalitede midir?
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6. HIPOTEZ TESTLERI

Populasyona ait bir parametre bir drneklem secilerek ya nokta tahmini yapilarak ya da olasi degerlerin
olusturdugu bir aralik yazilarak tahmin edilebilir. Ancak ¢ogu zaman objektif bir arastirmada mesele
parametreyi tahmin etmekten ziyade o parametreyle ilgili karsit iki iddanin hangisinin dogru oldugunu test

etmektir.

Poptlasyon karakteristigi yada olasilik dagiliminin karakteristigi hakkinda tek bir parametrenin aldigi deger,
bir den fazla parametrenin aldiklari deder ya da batun bir olasilik dagiliminin formu hakkinda ortaya konulan
iddalara istatistiksel hipotez yada sadece hipotez denir. Ornegin,

« Belirli bir tiir pvc borularinin igi gapinin ortalamasinin 4 = 0,75 oldugu iddiasi,

« Belirli bir markaya ait devre kartlarindan bozuk olanlarin biitiin devrelere orani p < 0,1 dir iddiasi,

e Kabul edelimki ¢, ve u, iki farkli tir halatin kopma direnglerinin ortalamasini gdésteriyor olsun.
Uy — Uy = 0 oldugu iddiasi yada y; — pt, > 5 oldugu iddiasi,

« Belirli kosullar altinda bir aracin firen mesafesinin normal dagilima sahip oldugu iddiasi

birer istatistiksel hipotezdirler.

Herhangi bir hipotez testi probleminde iki tezat hipotezi ele aliyor olacagiz. Hipotezlerden bitanesi u = 0,75
iken diger hipotez u # 0,75 olacak yada p > 0,1 ve p < 0,1 seklinde iki tezat-zit-birbiriyle geligen ifadeler
olacaktirlar. Buradaki odak noktamiz drneklemin verdigi bilgileri kullanarak bu iki hipotezden hangisinin dogru
olduguna karar vermek olacaktir.

Ornegin adalet sisteminde yargilanan bir kisi icinde benzer bir durum mevcuttur. iki adet hipotez vardir, biri
sucglanan kisinin masum oldugu ydniinde digeri ise digeri ise kisinin sug¢lu oldugu yénindedir. Masumiyet
karinesi geregi kisinin ilk etapta su¢suz oldugu kabul edilir ve bu hipotezle celisecek bir delil ortaya
kondugunda kisinin suclu oldugu kabul edilir. Benzer sekilde istatistiksel hipotezlerinde test edilmesi
probleminde hipotezlerden bir tanesi baglangicta alternatif hipoteze gére favori kabul edilip yola c¢ikilir. EGer
o6rneklemin verdigi bilgiler favori iddiamizla ¢elismezse hipotez dogrulanir, aksi halde alternatif hipotez
dogrulanmisg olur.

Tanim: Sifir hipotezi baslangi¢ asamasinda dogru oldugunu diisiindiigimiiz hipotezdir (6n kabul) ve H ile
gosterilir. Bu hipotezle tezatlik olusturan ikinci hipoteze ise alternatif hipotez denir ve H,, ile gdsterilir.

Eger 6rneklemin verecegi gliclu bir delil H in yanlis oldugunu séyliyor olursa, H,, hipotezi H, hipotezine

karsilik reddedilir. Aksi halde H,, in uygun géris olduguna inanmaya devam ederiz. Bu durumda hipotez
testlerinde sadece iki farkli sonug ortaya konulur: H,, reddetmek ve reddetmemek.
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6.1 Testin Uygulanmasi ve P-degeri

Testin uygulanmasi érneklem verisine dayanarak H,, in uygun olup olmadigini sdyleyen bir kuraldir. Buradaki

anahtar mevzu asagidaki gibidir:

Ornek: D marka yogurt iireten bir firma marketteki payini biyiitmek istiyor ve ézellikle C marka yogdurt
tuketicilerini kendi markasinda ikna etmek istiyor. Pazarlama birimi asagidaki gézu kapali testi uygulamayi
tavsiye ediyorlar: C marka yogurt tiiketen 100 kisiye iki kase yogurdun tadina bakip hangisini begendiklerini
sormak. Kaselerde bir tir barkod var ve bu sebeble testi uygulayan kisiler yogurt markalarini biliyorken
yogurtlar tadanlar markalardan bir haber oluyorlar.

Kabul edelim ki batin C marka kullanicilarinin igerisinde C yi D ye tercih eden lerin orani p olsun.
Hy:p=05vsH,:p <0,5. Burada alternatif hipotez C marka kullananlarin gogu D markayi tercih ediyor

oldugunu iddia ediyor. Tabikide D sirketi H,, in reddedilip H,, niin dogrulanmasini istiyor olsa gerek. Eger sifir

hipotezi dogru olursa, rasgele segilen bir C yogurt tiketicisinin C yada D marka yogurt tercihi yazi tura
atmaya kaliyor.

Orneklem verisi 100 adet tercihten olusan bir tiir C ve D dizisi olacaktir. Kabul edelimki X rasgele degiskeni

bu 100 kisi icerisinden C yi D ye karsi tercih eden kisilerin sayisi olsun. Bu rasgele degisken bizim test

istatistigimiz olacak. X 100 tekrardan olusan binom olasilik dagilimina sahiptir ve basari olasiligi p dir.

Eger H, hipotezi kabul gérecek olursa, basari olasihigi p = 1/2 olur ve beklenen deger
E(X) =np =100(0,5) = 50 olur. Bu durumda X in bllyiik oranda 50 den daha kii¢ik bir degeri H, sifir
hipotezini H, hipotezine karsilik reddetmeyi tartisiyordur diyebiliriz. Kabul edelimki X in bu degeri 37 olsun.
Peki bu deger H,, hipotezini reddetmek icin ne kadar yeterlidir yada ne kadar H,, ile gelisir? Bu soruyu

cevaplaya bilmek igin X in H,, hipoteziyle daha gok geliski olusturan degerlerini belirleyelim. 35 bunlardan biri

30 ise bir baskasidir.
P(X <37 Hy dogru iken) = P(X <37,X ~ Bin(100, 0,5) iken) = B(37; 100, 0,5) = 0,006

Buna gore, eger sifir hipotezi dogru ise, %1 den daha disuk bir ihtimalle 100 denemeden 37 yada daha

azinin basaril oldugu sdylenir. Bu durumda X = 37 degeri alternatif hipotezle sifir hipotezine gére daha gok
uyumludur. Hy in kabil gérmesi durumunda oy = /npgq = 4/100(0,5)(0,5) = 5 olur. H, in dogru olmasi

beklentisinden X = 37 degeri 2,5 standart sapmadan daha kigUktr.

Simdide bu deneyde 100 kisiden 45 kisinin C yi tercih ettigini (45 basarinin var oldugunu) kabul edelim. H,
in dogru oldugunu kabul ederek H,, ile geligki olusturacak bir test istatistigi olasiligi hesaplayalim:

P(X <45 Hy dogru iken) = P(X <£45,X ~ Bin(100, 0,5) iken) = B(45; 100, 0,5) = 0,184 olur.
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p = 0,5 iken 45 yada daha az basarinin elde edildigini gérmek sasirtici olmayacaktir. Bu durumda 45 degeri
H, ile ¢ok fazla gelisiyor oldugunu sdyleyemeyiz (H; in dogru olmasi beklentisinden sadece bir standart

sapma kiiciik). Bu sebeblede H|y | reddetmek ¢ok mantikli degil.

Tanim: Bir test istatistigi /1, hipotezinin reddedilip edilemeyecegini belirlerken kullanilan &rneklemin bir

fonksiyonudur. Kullanilan érneklem H,, ve H , hipotezlerini net bir sekilde ayirt edebilmelidir. Yani H;y in dogru

yada dogru olmadigi durumlarda aldigi degerler birbirine yakin olmamalidir.

Hy in dogru oldudu kabulliyle elde edilen bir érneklem verisi lzerinde yapilan bir hesaplamayla H;, 1
reddetmek icin yeterli olan test istatistiginin elde edilme ihtimaline p-degeri denir. Bir hipotez testi analizinde
onem seviyesi olarak isimledirecegimiz bir & degerinin belirlenmesiyle sonuca ulasllir:

« H, hipotezi H,, igin reddedilir eger p-degeri < a ise,

« H, hipotezi H, i¢in reddedilmez eder p-degeri > « ise.

» Genelikle a = 0,05; 0,01; 0,001 gibi degerler alir.

P-degeri= H, in rededilicegi en kii¢lk seviyedir.

0 (b) (a) |

Eder a (a) da ise Hyy reddedilir, Eger a (b) da ise Hy kabul gorir

P-degerinin ne oldugunu soézciiklere dokmek zorlayici olsada kullanmasi o kadarda zor degildir.

 P-degeri bir olasiliktir,

« H in dogru oldugu kabul edilerek hesaplanir,

+ P-degerini bulmak igin test istatistiginin hangi degerinin H,, a en az Orneklemimizdeki kadar karsit
olacagini saptariz,

« P-degeri kiiglldiikge H karsi elde edilecek delilde bir kadar gligli olur.
+ P-degeri H;, in dogru yada yanhs oldugunu sdyleyen bir olasilik degildir.

Ornek: Atik pillerde dahil olmak iizere pek cok etkence yagis sulari kirlenmektedir. Bu piller kirildiginda,
cevrecesel faktorlerce 6nemli olan metalleri dogaya salmaktadir. ‘Urban Battery Litter’ isimli bir makalede
Cleveland civarinda toplanan cesitli atik pillerden bir 6zet veri sunulmaktadir. 51 tane Panasonic AAA
pilinden olusan rasgele bir 6rneklemde ¢inko kutle ortalamasi 2.06 gram ve standart sapmasi 0.141 gramdir.

Bu veri populasyon ortalamasinin p 2 gramdan fazla olduguna dair ikna edici bir delil Uretir mi?
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Bir sonuca varmak igin 6nem seviyesini @ = 0,01 olarak ela alahm.

Hipotezlerimizi Hy : p = 2,0 vs H, : yu > 2,0 olarak tanimlayalim.

Orneklem makul bir biiyiiklige sahip oldugundan merkezi limit teoremi geregi érneklem ortalamasi normal

dagilima sahiptir diyebiliriz. Dahasl, standartlastirimis degisken Z = yaklasik olarak standart

s/\/n

normal dagihma sahiptir. H, sifir hipotezinin dogru oldugu kabul ederek asagidaki test istatistigini elde

ederiz:
X-20 2,06 —2,0
=2 o= N304
si\/n 0,141/4/51

Z

Orneklem ortalamasi H, hipotezinin dogru olmasi beklentisinden kabaca 3 standart sapma daha buyuktir
(nadiren iki standart sapma 6telenir). Bu durumda X In 2.06 dan daha biyiik bir degeri H, ile daha net bir
geligki olusturur. Yani z > 3.04 icin H,, ile geligki olusur. Bu durumda

P —degeri=P(Z >3,04)=1-®3,04) =1-0,9988 = 0,0012 < 0,01 =«

Bu sebeblede sifir hipotezi reddedilir ve ¢inko ortalamasinin 2 gramin tzerinde olmasi beklenir.

Hipotez testindeki hatalar:
Onem seviyesi a nin segimindeki temel prensip, hipotezlerle ilgili bir karara varirken ortaya gikan hatalarin

g6z 6ndne alinmasidir. Adli yargilama o6rnegini tekrar ele alalim. Sifir hipotezimiz bir sugu isledigi 6ne
surulen kisinin masum oldugu iddiasi idi. Mahkeme karar verirken iki tir hatanin olusabilecegini g6z dniine
almasi gerekir: biri sugsuz bir kisi mahkum etmek digeri ise suclu bir kisi serbest birakmaktir. Bu hatalari
genel olarak asagidaki gibi kategorize edebiliriz:

Birinci tip hata: H, dogruyken reddedilmesi

ikinci tip hata: H, yanlis iken kabul edilmesi.

Ornek: Bir kahvaltilik gevrek dreticisi belirli bir Griininiin miktari belirtilen porsiyon basina tiiketildiginde 100
kalori sagladigini iddia etmektedir. Ancak bu deger miktar degismesede porsiyondan porsiyona
degisebilmektedir. Dolayisiyla 100 kalorilik deger sadece bir ortalamadir. Bu kahvaltilik gerekten belirtilen
miktarda tiketen kisiler 100 kaloriden fazla kalori alip almadiklarindan emin olmak istiyor olabilirler. Bu

durumda hipotezlerimiz Hj, : y = 100 vs H, : u > 100 olarak bulalim. Alternatif hipotez iddia edilenden

daha fazla kalorinin tiketiciler tarafindan alindigini séylemektedir. Burada birinci tip hata gergektende 100
kalori alinirken sifir hipotezini reddetmektir. ikici tip hata ise 100 den fazla kalori aliniyorken firmanin iddiasini
kabul etmektir.

Ornek: Bir otomobile modeli 10 km hizla yaptigi carpismalarin %25 inde gdzle gérilebilir bir hasarin
olusmadigina dair bir kaniyla bilinmektedir. Modifiye edilmis bir tampon ile bu oranin yikseltilebilecegi iddia
edilmektedir. Bu yeni tampona sahip araclarin 10 km hizla yapmis olduklari yapmig olduklari kazalarin
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tamaminda gobzle gdrilemeyen boyutlarda hasarla sonuglanan carpismalarin orani p olsun. Burada
kuracagimiz hipotezler H, : P = 0,25 vs H, : p > 0,25 olsun. Bu kontrollii garpisma testi n = 20 aracin
katildi§i bir test ve X ise goriinir hasarin olusmadigi garpismalarin sayisi olsun. Eger H,, dogru kabul
edilirse, E(X) =np =20(0,25) =5 olur. Sezgisel olarak, bu degerden daha buyiik x degerleri H,,

hipotezine karsi H,, hipotezini destekler. Bu Hipotez testinde 6nem seviyesi olarak @ = 0,1 olarak alinsin.

X ~B(n =20,p =0,25)

P—degeri=PX >x)=1—-B(x —1;n =20,p = 0,25) olur. Binom tablosunu kullanacak olursak,
P(x >7)=1-B(6;20, 0,25) =1-0,786 = 0,214

PX >8)=1-0,898 =0,102 = 0,1

P(X >9)=1-0,959 = 0,041

Yukaridaki test istatistiklerine gére, Hy 1 P —degeri < 0,1 iken reddetmek H, 1 X > 8 iken reddetmeye

denktir. Bu durumda

P(1. Tip Hata)=P(H,, 1 dogruyken reddetmek)=0,102~0,1 olur.

Yani 1.tip bir hatanin gergeklesme ihtimali dnem derecesi a ya karsilik gelmektedir. Bu durumda eger sifir
hipotezi dogru ve test tekrar tekrar yapilmaya devam edilirse bu denemelerin %10 da sifir hipotezi alternatif
e kargl hatal bir sekilde reddedilir.

Sadece bir tek 1.tip hata olasilig vardir glinkii H;, in dogru olmasi igin parametrenin alacadi sadece bir tek
deger vardir. Bu sebeble sifir hipotezinde esitlik kullaniimaktadir.

Kabul edelimki # 2.tip bir hata yapma olasiligi olsun. Maalesef bu sefer  igin sadece tek bir deger vardir
diyemeyiz ¢linkii H,, in yanlis olmasi igin birden fazla yol vardir; érnegin p = 0,37, p = 0,3, p = 0,5 gibi.
Bu durumda p nin 0,25 den blyiik herbir degeri igin /# ninda farkli farkli degerleri vardir diyebiliriz.

Yukaridaki yapmis oldugumuz hesaplamalarida dikkate aldigimizda 0,1 6nem seviyesinde H, n

reddedilmesi igin gerek ve yeter kosul X > 8 olmasidir. Boylece H,, reddedilemez ancak ve ancak X < 7.
p0,3) =P(p =0,3iken2.tip hata) = P(p = 0,3 ikenH, in rededilmemesi) = B(7;20, 0,3) = 0,772

Yani p 0,25 yerine 0,3 oldugunda kabaca yapilan deneylerin %77 de H,, hipotezi hatali bir sekilde

reddedilmez diyebiliriz.

p | .3 A S .6 v 8
B(p) | 172 416 132 021 001 .000
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2.tip bir hatanin gergeklesmesi olasilidi p nin 0,3 ve 0,4 degerleri igin oldukga yliksektir ¢linkii bu degerler H,,

hipotezindeki degere olduk¢a yakindir ve érneklem buyukligu net bir ayrim olugturamayacak kadar kuguktar.

6.2 Populasyon ortalamasina dair hipotezler icin z testleri

Bir dnceki bélimde yaptiklarimizi toparlayacak olursak asagidaki prosediirii elde ederiz:

1. Uygun bir test istatistigi hesaplanir,

2. P-degeri belirlenir (bir olasiliktir, H; in dogru oldugu kabulii ile hesaplanir)

3. H, hipotezi reddedilir eger p — degeri < a ise. Burada @ 6nem seviyesi daha dnceden verilmistir yada

secilmigtir.
Normal Popiilasyon Dagilimi (¢ biliniyor. 1 bilinmiyor)

P-degerinin belirlenmesi H,, in dogru oldugu kablil edilmesi halinde test istatistiginin dagilimina baghdir. Bu
bélimde ise, popllasyon ortalamasi p igin ortaya konulan hipotezleri test etme agsamasinda kullanmak

Uzere z testlerine odaklanacagiz ki z test ile kast edilen, H, dogru kabul edildiginde test istatistiginin en
azindan yaklasik olarak normal dagilima sahip olmasidir. Bu durum dahilinde p-degeri bir z-egrisi altinda

kalan bélgenin alani olacak ve bu alan H,, ki esitsizligin >, <, yada # olmasina bagldir.

Bu li¢ durumdada sifir hipotezi H, ¢ nin belirli bir dedere sahip oldugu sdyler ve bu degeri y ile

gosterecegiz ve sifir de@eri olarak adlandiracagiz. Yani Hy : u = u, formundadrr. X,..., X, normal

n
dagilima sahip bir popllasyondan alinmis n buyukliginde bir érneklem olsun. Bu durumda &rneklem
ortalamsi X de bir normal dagilima sahiptir ve beklenen degeri g = u ve standart sapmasi oy = a/ﬁ.

H,y in dogru olmasi halinde pty = p olur. O halde X In standartlastirimasiyla Hy in dogru oldugu kabuli

altinda elde edilen Z istatistigi asagidaki gibidir:

0/\/%

X ve ji arasindaki mesafenin standart sapma cinsinden ifade edilmesiyle z test istatistik degeri bulunur.

Z

Ornegin, Hy: p =100, o3 = a/\/; =10/4/25 =2 ve X =103 ise test istatistigi degeri
z = (103 = 100)/2,0 = 1,5. Yani gézlemlenen X degeri H, hipotezi dogruyken olmasi gerekenden X in
standart sapmasi cinsinden 1.5 standart sapma daha buydiktir. Z istatistigi H, dogruyken X, p niin tahmin
edicisi ve beklenen degeri arasindaki mesafe igin dogal bir élglimdiir. E§er bu mesafe H, nin yéniinde gok

biyiik olursa, Hj in yanhs olduguna dair yeterli bir delil olusturur.
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Bir parametreye dair hipotezleri test ederken asagidaki adimlarin takip edilmesi tavsiye edilir...

S6z konusu parametreyi belirleyin ve problemdeki hikayeye gore tasvir edin,
Sifir degerini ve sifir hipotezini belirleyin,

Uygun bir alternatif hipotez bulun,

Test istatistigini formUllze edin,

o Db =

Gerekli olduguna inandidiniz érneklem degerlerini hesaplayiniz ve test istatistigi formuline koyunuz ve
test istatistik degerini bulunuz,

o

P-degderini bulunuz,

7. Kiyaslamalari yaparak H,, | reddetmek yada etmemek (izere karar veririz.

Soru: z-testi ne zaman kullanilabilir?

1. Popllasyon standart sapmasi biliniyorken, ya da

2. Orneklem blyiklugi n > 30 iken (bu durumda test istatistiginde ¢ = s olarak kullanilir).

Kabul: Normal populasyon dagihmi ve standart sapma & biliniyor yada érneklem
yeterince blyUk

Sifir Hipotezi Ho : jt = o Test istatistigi Z = -1
0/\/Z
Alternatif Hipotez P-degerinin belirlenmesi
1 H,:p>p, (Sag-kuyruklu test) Z nin saginda kalan alan
2 H,:pu<py (Sol-kuyruklu test) Z nin solunda kalan alan
3 H,:u#p, (Gift-kuyruklu test) | z| nin saginda kalan alanin iki

kat

P—degerini farkli durumlarda nasil hesaplayacagimizi agsagidaki grafiklerde gormekteyiz.

zcurve

P-value = area in upper tail

1. Upper-tailed test =1-®(z)

H, contains the inequality >

Calculated z

zcurve

P-value = area in lower tail
2. Lower-tailed test = d(7)
H, contains the inequality <

Calculated z
P-value = sum of area in two tails= 2[1 — ®(Iz])]
z curve

3. Two-tailed test
H, contains the inequality #
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Simdi bol bol 6rnek ¢ozelim.

P(z | Hp)
Ornek 1: Bir arastirmacinin iddiasina gére amerikadaki
profesorlerin yillik ortalama maasgi 42000$ dir. 30 profesdrden \
olugan bir 6rneklemde ortalama maag 43260$ dir. a = 0,05 a =0.05
Onem seviyesine gore profesorlerin maaslarinin ortalamasinin \g
42000$ dan fazla oldugu iddiasini test ediniz. (6 = 52308). 0 _
$ g ( $) Z critical = 1645
Z gt = 132

1. Hipotezler:
Hy: p =42000
H,: u > 42000 (test edilecek iddia) ==> sag-kuyruklu test

a

2. 2;.,.i,ix: bu Oyle bir z degeridir ki ®(z) = 1 —a =1 — 0,05 = 0,95. Oyleyse Z-tablosuna bakacak olursak

z = 1.65 olarak bulunur.

3. Test istatistigi
_ X - Ko 43260 — 42000

Ltest = o - =132
— 5230/4/30
Vn
4. P—degeri
P(Z>1.32)=1 -®(1,32) =1-0,8888 =0,1112 £ a
5. Sonug

Dolayisiyla alternatif hipotezi destekleyip sifir hipotezini reddecek kadar glicli bir delil olmadidr icin H,, 1

dogdru kabul ederiz.
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Ornek 2: Kabul edelimki kedilerin belirli bir tiir davranislari standart sapmasi 6 olan bir normal dagilima

sahip olsun. Yarin popllasyondan rasgele 49 kedi segilsin ve ortalamasi 46,44 ve standart sapmasi 5,6968

olsun. Onem seviyesi @ = 0,01 olacak sekilde popiilasyon ortalamasinin 47 kiigiik oldugu iddiasini test

ediniz.

1. Hipotezler:
Hy: u=47
H_ : u < 47 (test edilecek iddia) ==> sol-kuyruklu test

a
2. Z;,i1ix: bu Oyle bir z degeridir ki @(z) = a = 0,01. Oyleyse Z-tablosuna bakacak olursak z = — 2,33
olarak bulunur.

3. Test istatistigi (11, dogru kabul edilir)
X- Ho 46,44 — 47

Lrest = c = =—0,65
Nz 6/4/49

4. P—degeri

P(Z < —-0,65)=0,2578 £ a = 0,01 olur.

5. Sonug

Dolayisiyla alternatif hipotezi destekleyip sifir hipotezini reddecek kadar glicli bir delil olmadigr igin H, 1

dogru kabul ederiz.

Ornek 3: Sinav takilar popiilasyonu standart sapmasi 5 olan bir normal dagihma

sahiptir. Carslya dolasmaya ciktiginizda 9 adet taki seciyorsunuz dyleki ortalamasi

28,95 ve standart sapmasi 6,3802 oluyor. Onem seviyesi a = 0,01 olmak Uizere

ortalamanin 27 den farkli oldugu iddiasini test ediniz.

1. Hipotezler:

Citrine for courage, good
HO Tu = 27 , Iuck, and success.

H,: u # 27 (test edilecek iddia) ==> iki-kuyruklu test

2. Z4.irix: bu Oyle bir z degeridir ki 2d(z) = a = 0,01. Oyleyse Z-tablosuna

bakacak olursak z = % 2,58 olarak bulunur.

3. Test istatistigi (/{, dogru kabul edilir)
X—py 2895-27

Zest = o6 — = 1,17
— 5/A/9
v Vo
4. P—degeri
P(Z <—-1,17veya Z > 1,17) =2(1 = ®(1,17)) = 0,242 £ a = 0,01 olur.
5. Sonug

P—degeri 6nem seviyesinden yeterince klglk degildir. Dolayisiyla alternatif hipotezi destekleyip sifir

hipotezini reddecek kadar guiclii bir delil olmadigi i¢in H,y 1 dogru kabul ederiz.
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Ornek 4. Olagandisi bir hava olaylarinin hizi standart sapmasi 8 olan normal dagilima sahip bir popiilasyon
olusturmaktadir. Bu popiilasyon igerisinden 44 tane hava olayini érneklem olarak ele alaim. Oyleki. Bu

drneklemin ortalamasi 5,4 ve standart sapmasi 7,3023. Onem seviyesi @ = 0,05 olmak (izere bu hava

olaylarinin hizlarinin ortalamasinin 3 den buyuk oldugdu iddiasini test ediniz.

1. Hipotezler:
Hy: p=3

H,: u > 3 (test edilecek iddia) ==>. sag-kuyruklu test

a
2. 74,51k bu dyle bir z degeridir ki 1 — ®(z) = a = 0,05 Oyleyse Z-tablosuna bakacak olursak z = 1,65
olarak bulunur.

3. Test istatistigi (H, dogru kabul edilir)

4. P—degeri

P(Z >199)=1-0,9767 = 0,0233 < a = 0,01 olur. Bu durumda H,, | reddedilir.

Ornek 5. Yeni alinmig bir oto lastigine vurulacak havanin degerinin 30 psi olmasi gerekmektedir. Kabul
edelimki u gercek populasyon ortalamasi olsun. u nin 30 dan farkli olup olmadigi test edilmek isteniyor.

Asagidaki test istatistik degerleri igin P—degerini bulup @ = 0,01 énem seviyesinde karar veriniz.

A Zpest = 2’10 b. Ltest = 1’75 C. Zrest = 1941 d. Ltest = 573

Ornek 6. Belirli bir markaya ait margarinlerden alinan 16 adet érneklem incelenmis ve ortalama erime
noktasi degeri X = 94,32 olarak belirlenmistir. Kabul edelimki bu margarinin erime noktasi ¢ = 1,20

standart sapmali bir norma dagilima sahip olsun. Erime degerinin 95 den farkli olmasi iddiasini @« = 0,01

Onem seviyesinde test ediniz.

Ornek 7. Kabul edelimki psikologlarin cesaretleri standart sapmasi 10 olan bir normal dagilima sahip olsun.
Bu popilasyondan 57 psikolog secgerek bir drneklem olusturuldugunda ortalamsinin 34,81 ve standart

sapmasinin 9,0579 oldugu belirlenmistir. @ = 0,05 6nem seviyesinde popllasyona ait beklenen cesaret

seviyesinin 34 den buyuk oldugu iddiasini test ediniz.
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6.3 T-testi

Literaturde test edilecek hipotezlerin formatlarina gére Ug ¢esit t-testi vardir.
[ 4
® o . o o ®
ﬁ - ® ﬁo @ ﬂo o =]
i W T
o
: e 3 :
L) ™ A ,ﬁjﬁ‘

Tek Orneklemli Bagimsiz Orneklemli Ciftli Orneklemli

Tek Orneklemli (Basit) t-testi

Populasyon dagiiminin ne tur bir dagihma sahip oldugunu bilmedigimiz durumlarda egder 6rneklem
biyiklagu yeterince buyik degilse, merkezi limit teoremi artik iglevsel olmaz. Bu durumda test istatistigi

0 fonksiyonu kullanilamaz. Tipki glven araliklarinda benzer bir durumun Ustesinden t-

olarak Z =

v

dagilimlarini kullanarak geldigimiz gibi, buradada érnekler dagiliminin t-dagihimina yakinsadigini géz énine

X — g
olur.

alarak yola devam edecegiz. Dolayisiyla yeni test istatistigi fonksiyonumuz 7" =

\/;

Hipotezler:

Hy:p=py— Orneklem ortalamasi ve popllasyon ortalamasi arasinda blyk bir fark yoktur.
H, : u > u, <— Orneklem ortalamasi popilasyon ortalamasindan oldukga biyiktir.
H,:p<pg— Orneklem ortalamasi poplilasyon ortalamasindan oldukga kiiciiktiir.
H,:u#py— Orneklem ortalamasi ve popllasyon ortalamasi arasinda buyik bir fark vardir.

Onem seviyesi: %1 yada %5 olarak tercih edilir.

Eger P—degeri < a ise, H, hipotezi reddedilir, aksi halde kabul edilir.

Kabul:Orneklem Kiiciikken (n<30)

Sifir Hipotezi H, : u = %
ifir Hipotezi H) : u = y, S X -y
Test Istatistigi 7 =
6/\/;
Alternatif Hipotez P-degerinin belirlenmesi
1 H,:pu>py (Sag-kuyruklu test) t,_1 in saginda kalan alan
2 H,:pu<py (Sol-kuyruklu test) t,_; in solunda kalan alan
3 H,:pu#py (Gift-kuyruklu test) t,_1 egrisinde | | nin saginda kalan
alanin iki kati
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Ornek: Bir cikolata fabrikasi Gretmis oldugu
cikolata barlarinin ortalama agirhnin 50 gram
oldugunu soylemektedir. Bu iddiayl dogrulamak icin
30 paket cikolata rasgele secilerek bir 6rneklem
olusturuluyor. Bu drneklemin ortalamsi 48 gramdir.
Orneklem ortalamasi ve popiilasyon ortalamasi
arasinda biyUk bir farkin olup olmadigini test
ediniz.

30 bar ¢ikolata

% ; oérneklemi

Orneklem ortalamasi
48 gram

Ornek: Hesap makinesi pilerinin surekli kullanim 6mrintn aragtirildigi bir calismada Uretim bandindan 33
adet pil rasgele bir sekilde seciliyor. Orneklemin ortalamasi 99,5 saat ve varyansi 18,49 saat olarak
saptaniyor. %5 lik dnem seviyesinde populasyon ortalamasinin 100 saatten az oldugu beklentisini test

ediniz.

Ornek: Bir saha calismasina gére, bir tiir bezelye 10 déniimde 1200 kg driin vermektedir. Rasgele secilen
10 tarlada deneme dikimleri yapiimis ve asagidaki veri elde edilmistir:

1430 1260 1370 1090 1370 1200 1140 1200 1260 1310

Bu veri beklentiyi sagiliyor mu?

n =10,X = 1263, s/a/n = 34,32 hesap makinesini kullanarak buluruz.

t X—po| _ 1263,1200

rost = = = 1,836
S/\/Z 34,32

Hipotezler:

Hy:p=1200 ve. H,=pu # 1200 Gift kuyruklu t-testi

Populasyon Pop. standart Orneklem Test
sapmasl ¢ Buydklaga
Normal Biliniyor Kagik VA
Normal Biliniyor Blyuk z
Normal Bilinmiyor Kuguk T
Normal Bilinmiyor Blyuk T, ama Z de olur
Nermat Fark etmez Kiguk T
Normal Biliniyor Buyuk 4
Normal Bilinmiyor Bulylk Z,ama T de olur

Sinav buraya kadar mutlaka hesap makinesi getirin.
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Bagimsiz érneklemler igin t-testi

Birinci 6rneklemin

iki .. . Birinci érneklemin ortalamasi y;
Iki grubun yada o6rneklemin ortalamalarini kiyaslamak ortalamast

. 'fl‘ 1'1‘

Ornek: A ve B marka agri kesicilerin etkisini incelemek igin rasgele bir sekilde

- ﬂﬂ 60 kisilik bir grubu iki gruba ayiriyoruz. ilk grup A marka ikinci grupsa B marka
== ."k z agn kesiciyi kullaniyor. Bu iki ayri kesicinin agri dindirme etkisi arasinda énemli
% ﬂ I w - bir farkin olup olmadigini test ediniz.
L 3
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